A4 
vit 


| Z Biblioteki 
e. Ik. 
OBSERWATORIUM 
astronomicznego 
w KRAKOWIE. 


K. VAT ne 


—— 


w ir ad 


ESSAI PHILOSOPHIQUE 


SUR. 


LES PROBABILITÉS 


ESSAI PHILOSOPHIQUE 


SUR 


LES PROBABILITÉS,; 


PAR M. LE COMTE LAPLACE, 


Pair de France; Grand-Officier de la Légion-d'Honnenr; Grand’Croix 
de Ordre de la Réunion; Membre de l’Institut royal et du Bureau des 
Longitudes de France; des Sociétés royales de Londres et de Gottingue; 
des Académies des Sciences de Russie, de Danemarck, de Suède, de 


Prusse, d'Italie, etc. 


SECONDE ÉDITION, 


REVUE ET AUGMENTÉE PAR L'AUTEUR. 


PARIS, 


Mme Ve COURCIER, Imprimau-Libraire pour les Mathématiques 
et la Masine, quai des Augustins, n° 55. 


1814. 


ESSAI PHILOSOPHIQUE 


SUR 


LES PROBABILITÉS. 


ee er 


Cr Essai philosophique est le développe- 
ment d’une leçon sur les probabilités, que je 
donnai en 1795, aux écoles normales où je 
fus appelé comme professeur, par un décret 
de la Convention nationale. Pai publié depuis 
peu sur le même sujct, un ouvrage ayant pour 
titre : Théorie analytique des probabilités. 
Je présente ici, sans le secours de l'analyse, 
les principes et les résultats généraux de cette 
théorie, en les appliquant aux questions les 
plus importantes de la vie, qui ne sont en effet, 

pour la plupart, que des problèmes de proba- 
bilité. On peut même dire, à parler en rigueur, 

que presque toutes nos connaissances ne sont 
que probables; et dans le petit nombre des 
choses que nous pouvons savoir ayec certi- 
tude, dans les sciences mathématiques elles- 
mêmes, les moyens de parvenir à la vérité, 
sont fondés sur les probabilités; ensorte que 
le système entier des connaissances humaines, 
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se rattache à la théorie exposce dans cet essai, 
On y verra sans doute avec intérêt, qu’en ne 
considérant même dans les principes éternels 
de la raison, de la justice et de l'humanité, 
que les chances heureuses quileur sont cons- 
tamment attachées; il y a un grand avantage 
à suivre ces principes, ct de graves inconvé- 
niens à s’en écarter: leurs chances, comme 
celles qui sont favorables aux loteries, finis- 
sant toujours par prévaloir au milicu des 
oscillations du hasard. Je desire que les ré- 
flexions répandues ‘dans cet essai, puissent 
mériter attention des philosophes, et la di- 
riger vers un objet si digne de les occuper. 


De la Probabilité. 


Touslesévénemens,ceuxmêmequi parleur 
petitesse, semblent ne pas tenir aux grandes 
lois de la nature, en sont une suite aussi né- 
cessaire que les révolutions du soleil. Dans 
Pignorance des liens qui les unissent au sys- 
tème entier de Punivers, on les a fait dépendre 
des causes finales, ou du hasard, suivant qu'ils 
arrivaient et se succédaient avec régularité, 
ou sans ordre apparent ; mais ces causes ima- 
ginaires ont été successivement reculées avec 
les bornes de nos connaissances, et dispa- 
raissent entièrement devant la saine philoso- 
phie qui ne voit en ciles, que l'expression de 
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l'ignorance où nous sommes des véritables 
causes. 

Les événemens actuels ont avec les précé- 
dens, une liaison fondéesur le principeévident, 
qu'une chose ne peut pas commencer d’être, 
sans une cause qui la produise. Cet axiome 
connu sous le nom de principe de la raison 
suffisante, s'étend aux actions même les plus 
indiffcrentes. La volonté la plus libre ne peut 
saus un motif déterminant , leur donner nais- 
sance; car si toutes les circonstances de deux 
posilions étant exactement les mêmes, elle 
agissait dans lune et s’abstenait d'agir dans 
Pautre , son choix serait un effet sans cause : 
elle serait alors, dit Leibnitz, le hasard aveugle 
des épicuriens. L'opinion contraire est une 
illusion de Pesprit qui perdant de vue, les 
raisons fugitives du choix de la volonté dans 
les choses indifférentes, se persuade qu’elle 
s’est déterminée d'elle-même et sans motifs. 

Nous devons donc envisager l’état présent 
de l'univers, comme l’eflet de son état anté- 
rieur, et comme la cause de celui qui va 
suivre. Une intelligence qui pour un instant 
donné, connaîtrait toutes les forces dont la 
nature est animée , et la situation respective 
des êtres qui la composent, si d’ailleurs elle 
était assez vaste pour soumettre cés données 
à l'analyse, embrasserait dans la même 
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formule, les mouvemens des plus grands corps 
de l'univers et ceux du plus léger atome : rien 
ne scraitincertain pour elle, et Pavenir comme 
le passé, serait présent à ses yeux. L'esprit 
humain offre dans la perfection qu’il a su don- 
ner à l’astronomie, une faible esquisse de cette 
intelligence. Ses découvertes en mécanique 
et en géométrie, jointes à celle de la pesanteur 
universelle, Pont mis à portée de comprendre 
dans les mêmes expressions analytiques , les 
étals passés et futurs du système du monde. 
En appliquant la même méthode à quelques 
autres objets de-ses connaissances, il est par- 
venu à ramener à des lois générales , les phc- 
nomènes observés, et à prévoir ceux que des 
circonstances données doivent faire éclore. 
Tous ses efforts dans la recherche de la vérité, 
tendent à le rapprocher sans cesse de Pintel- 
ligence que nous venons de concevoir, mais 
dont il restera toujours infiniment éloigné. 
Cette tendance propre à Pespèce humaine, est 
ce qui la rend supérieure aux animaux; et ses 
progrès en ce genre, distinguent les nations 
et les siècles, et fondent leur véritable gloire. 
Rappelons-nous qu’autrefoisetà uneépoque 
qui n’est pas encore bien reculée, une pluie 
ou une sécheresse extrême, une comète traf- 
nant après elle une queuc fort étendue, les 
éclipses, les aurores boréales et généralement 
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tous les phénomènes extraordinaires étaient 
regardés comme autant de signes de la colère 
céleste. On invoquait le ciel pour détourner 
leur funeste influence. On ne le priait point 
de suspendre le cours des planètes et du soleil : 
Pobservation eùt bientôt fait sentir Pinutilité 
de ces prières. Mais parce que ces phénomènes 
arrivant ct disparaissant à de longsintervalles, 
semblaient contrarier Pordre de la nature; on 
supposait que le ciel les faisait naitre et les 
modifiait à son gré, pour punir les crimes de 
la terre. Ainsi la longue queue de la comète 
de 1456 répandit la terreur ‘dans l'Europe, 
déjà consternée par les succès rapides des 
Turcs qui venaient de renverser le Bas-Em- 
pire; et le pape Callixte ordonna des prières 
publiques dans lesquelles on conjurait la co- 
mète et les Turcs. Cet astre , après quatre de 
ses révolutions, a excité parmi nous un intérêt 
bieu différent. La connaissance des lois du 
sysLème du monde, acquise dans cet intervalle, 
avait dissipé les craintes enfantces par Pigno- 
rance des vrais rapports de l'homme avec 
l'univers; et Halley ayant reconnu l'identité 
de la comète , avec celles des années 1531, 
1607 et 1682, il annonça son prochain retour 
pour la fin de 1758 ou le commencement de 
1759. Le monde savant attendit avec impa- 
tience, ce retour qui devait confirmer Pune 
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des plusgrandes découvertes que Pon eût faites 
dans les sciences, et accomplir la prédiction 
de Sénèque , lorsqu'il a dit en parlant de la 
révolution de ces astres qui descendent d’une 
énorme distance : « Le jour viendra que par 
>» une étude suivie de plusieurs siècles , les 
» chosesactuellement cachées paraîtrontavec 
» évidence, et la postérité s’étonnera que des 
» vérilés si claires nous aient échappé.» Clai- 
raut entreprit alors de soumettre à analyse, 
les perturbations que la comète avait éprou- 
vées par action des deux plus grosses pla- 
nètes, Jupiter et Saturne: après d'immenses 
calculs , il fixa son prochain passage au péri- 
hélice, vers le commencement d'avril ı 759, ce 
que lobservation ne tarda pas à vérifier. La 
régularité que l'astronomie nous montre dans 
le mouvement des comètes, a licu sans aucun. 
doute, dans tous les phénomènes. La courbe 
décrite par une simple molécule d'air ou de 
vapeurs, cst réglée d’une manière aussi cer- 
taine, que les orbites planétaires : il n’y a de 
différence entre elles, que celle quy met notre 
ignorance. 

La probabilité est relative en partie à cette 
ignorance , et en partie à nos connaissances. 
Nous savons que sur trois ou un plus grand 
nombre d'événemens, un seul doit arriver; 
mais rien nc porte à croire que l’un d'eux 


SUR LES PROBABILITÉS. 7 


arrivera plutôt que les autres. Dans cet élat 
d’indécision , il nous est impossible de pro- 
noncer avec certitude sur leur arrivée. Il est 
cependant probable qu’un de ces événemens 
pris à volonté , n’arrivera pas; parce que nous 
voyons plusieurs cas également possibles qui 
excluent son existence, tandis qu'un seul la 
favorise. 

La théorie des hasards consiste à réduire 
tous les événemens du même genre, à un cer- 
tain nombre de cas également possibles, C'est- 
à-dire, tels que nous soyons également indécis 
sur leur existence; et à déterminer le nombre 
des cas favorables à l'événement dont on 
cherchelaprobabilité. Lerapportdece nombre 
à celui de tous les cas possibles, est la mesure 
de celte probabilité qui n’est ainsi qu'une frac- 
üon dont le numérateur est le nombre des cas 
favorables, et dont le dénominateur est le 
nombre de tous les cas possibles. 

La notion précédente de la probabilité sup- 
pose qu’en faisant croïtredanslemêmerapport, 
le nombre des cas favorables , et celui de tous 
les cas possibles, la probabilité reste la même. 
Pour s’en convaincre, que l’on considère deux 
urnes À ct B, dont la première contienne 
quatre boules blanches et deux noires, et 
dont la seconde ne renferme que deux boules 
blanches et une noire. On peut imaginer ics 
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deux boules noires de la première urne, at- 
tachées à un fil qui se rompt au moment ou 
Pon saisit Pune d'elles, et les quatre boules 
blanches formant deux systèmes semblables. 
Toutes les chances qui feront saisir Pune des 
boules du système noir, améncront une boule 
noire. Si Pon conçoit maintenant que les fils 
qui unissent les boules , ne se rompent point ; 
il est clair que le nombre des chances possibles 
ne changera pas, non plus que celui des chances 
favorables à l'extraction des boules noires ; 
seulement, on tirera de Purne, deux boules 
à-la-fois ; la probabilité d'extraire une boule 
noire de Purne, sera donc la même qu'aupa- 
ravant. Mais alors, on a évidemment le cas 
de Purne B, avec la seule différence, que les 
trois boules de cette dernière urne, sont rem- 
placées par trois systèmes de deux boules 
invariablement unies. Ici les cas également 
possiblesnesont paslesextractions desboules; 
ce sont les chances qui les amènent et dont 
la somme supposée la même pour chaque 
urne, est répartie sur six boules dans la pre- 
mière, et sur trois dans la seconde. 

Quand tous les cas sont favorables à un 
événement , sa probabilité se change en cer- 
titude, et son expression devient égale à Pu- 
nité, Sous ce rapport, la certitude ct la proba- 
bilité sont comparables, quoiqu'il y ait une 
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différence essentielle entre les deux états de 
l'esprit, lorsqu'une vérité lui est rigoureuse- 
ment démontrée, ou lorsqu'il aperçoit encore 
une petite source d'erreur. 

Dans les choses qui ne sont que vraisem- 
blables, la différence des données que chaque 
homme a sur elles, est une des causes prin- 
cipales de la diversité des opinions que l’on 
voit régner sur les mêmes objets. Supposons, 
par exemple, que Pon ait trois urnes À, B, C, 
dont l’une ne contienne que des boules noires, 
tandis que les deux autres ne renferment que 
des boules blanches. On doit tirer une boule 
de Purne C, et Pon demande la probabilité 
que cette boule sera noire. Si Pon ignore 
quelle est celle des trois urnes, qui ne ren- 
ferme que des boules noires, ensorte que l’on 
wait aucune raison de croire qu’elle est plutòt 
C, que B ou À; ces trois hypothèses paraîtront 
également possibles; et comme une boule 
noire ne peut être extraite que dans la pre- 
mière, la probabilité de l’extraire est égale à 
un tiers. Si l’on sait que Purne A ne contient 
que des boules blanches, lindécision ne porte 
plus alors que sur les urnes B ct C, et la pro- 
babilité que la boule extraite de Purne C sera 
noire, est un demi. Enfin cette probabilité se 
change en certitude, si Pon est assuré que les 
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urnes À ct B ne contiennent que des boules 
blanches. 

C’est ainsi que le même fait récité devant 
une nombreuse assemblée, obtient divers 
degrés de croyance, suivant l'élendue des 
Connaissances des auditeurs. Si Phomme qui 
le rapporte, en est intimement persuadé, et 
si par son état et son caractère, il inspire une 
grande confiance; son récit, quelqu’extraor- 
dinaire qu'il soit, aura par rapport aux audi-. 
teurs dépourvus de lumières, le même degré 
de vraisemblance, qu'un fait ordinaire rap- 
porté par ie méme hommc, et ils Jui ajouteront 
une foi entière. Cependant si quelqu'un d'eux 
a cu occasion d'entendre le même fait rejeté 
par d’autres hommes également respectables, 
il sera dans le doute; et le fait sera jugé faux, 
par les auditeurs éclairés qui le trouveront 
contraire, soit à des faits bien avérés, soit 
aux lois immuables de la nature. 

C'est à l'influence de Popinion de ceux que 
la multitude juge les plus instruils, el à qui : 
elle a coutume de donner sa confiance sur les 
plus importans objets de la vie, qu'est due la 
propagation de ces erreurs qui, dans les temps 
d'ignorance, ont couvert la face du monde. 
L’astrologie nous en offre un grand exemple. 
Ces erreurs inculquées dès l'enfance, adoptées 
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sans examen , et payant pour base que la 
croyance universelle, se sont maintenues pen- 
dant très-long-temps; jusqu’à ce qu’enfin le 
progrès des sciences les ait détruites dans 
Pesprit des hommes éclairés, dont ensuite 
Vopinion les a fait disparaître chez le peuple 
même, par le pouvoir de Pimitation et de l’ha- 
bitude, quiles avaitsigéné ‘ralementrépandues. 
Ce pouvoir, le plus puissant ressort du monde 
moral, établit et conserve dans toute une na- 
tion , des idées entièrement contraires à celles 
qu’il maintient ailleurs avec le même empire. 
Quelle indulgence ne devons-nous donc pas 
avoir pour les opinions différentes des nôtres ; 
puisque cette différence ne dépend souvent 
que des points de vue divers où les circons- 
lances nous ont placés ! Éclairons ceux que 
nous ne jugeons pas suffisamment instruits ; 
mais auparavant, ekaminons sévèrement nos 
propres opinions, et pesons avec impartialité, 
leurs probabilités respectives. 

La différence des opinions dépend encore 
de la manière dont chacun détermine Pin- 
fluence des données qui lui sont connues. La 
théorie des probabilités tient à des considé- 
rations si délicates, qu’il n’est pas surprenant 
qu'avec les mêmes données, deux personnes 
trouvent des résultats diffcrens, surtout dans 
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les questions très-compliquées. Exposons ici 
les principes généraux de cette théorie. 


Principes généraux du Calcul des Proba- 
bilités. 


Le premier de ces principes cst la définition 
même de la probabilité qui, comme on l'a vu, 
est le rapport du nombre des cas favorables, 
à celui de tous les cas possibles. 

Mais cela suppose les divers cas, égale- 
ment possibles. S'ils ne le sont pas, on déter- 
minera d’abord leurs possibilités respectives 
dont la juste appréciation est un des pointsles 
plus délicats de la théorie des hasards. Alors la 
probabilité sera la somme des possibilités de 
chaque cas favorable. Éclaircissons ce prin- 
cipe par un exemple. 

Supposons que l’on projette en Pair, une 
pièce large et très-mince dont les deux grandes 
faces opposées, que nous nommerons croix 
et. prile, soient parfaitement semblables. Cher- 
chons la probabilité d'amener croix, une fois 
au moins en deux coups. fl est clair qu'il peut 
arriver quatre cas égalementpossibles,savoir, 
croix au premier et au second coup; croi% 
au premier coup et pz/e au second; pile au 
premier coup ct croix au second; enlin pile 
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aux deux coups. Les trois premiers cas sont 
favorables à l'événement dont on cherche la 
probabilité qui, par conséquent, est égale à À; 
ensorte qu'il y a tois contre un à parier que 
croix arrivera au moins une fois en deux 
coups. 

On peut ne compter à ce jeu, que trois cas 
différens, savoir, croix au premier coup, ce 
qui dispense den jouer un second; pz/e au 
premier coup et croix au second ; enfin pile » 
au premier et au second coup. Cela réduirait 
la probabilité à 4, si Pon considérait avec 
d'Alembert, ces trois cas, comme étant éga- 
lement possihless Mais il est visible que la pro- 
babilité d'amener crozx au premier coupestr, 
tandis que celle des deux autres cas est +. Le 
premier cas est un événement simple qui cor- 
respond aux deux événemens composés, croix 
au premier et au second coup, et crozx au 
premier coup, pzle au second. Maintenant, si 
conformément au second principe, on ajoute 
la possibilité + de croix au premier coup, à 
la possibilité + de pie arrivant au premier 
coup et croix au second; on aura å pour la 
probabilité cherchée, ce qui s'accorde avec 
ce que lon trouve dans la supposition où 
Yon joue les deux coups. Cette supposition 
ne change rien au sort de celui qui parie 
pour cet événement: elle sert seulement à 
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réduire les divers cas, à des cas également 
possibles. 

Un des points les plus importans de la Théo- 
rie des Probabilités, et celui qui prête le plus 
aux illusions, est la manière dont les probabi- 
lités augmentent ou diminuent par leurs com- 
binaisons mutuelles, Si les événemens sont 
indépendans les uns des autres, la probabilité 
de l'existence de leur ensemble, est le produit 
de leurs probabilités particulières. Ainsi la 
probabilité d'amener un as avec un seul dé, 
étant un sixième ; celle d'amener deux as en 
projetant deux dés à-la-fois, est un trente- 
sixième. En effet, chacune des faces de l’un, 
pouvant se combiner avec les six faces de 
Fautre; il y a trente-six cas également pos- 
sibles, parmi lesquels un seul donne les deux 
as. Généralement, la probabilité qu’un événe- 
ment simple et dans les mêmes circonstances, 
arrivera de suite , un nombre donné de fois, 
est égale à la probabilité de cet événement 
simple, élevée à une puissance indiquée par 
ce nombre. Ainsi les puissances successives 
d’une fraction moindre que lunité, diminuant 
sans cessc; un événement qui dépend d’une 
suite de probabilités fortgrandes, peut devenir 
extrêmement peu vraisemblable. Supposons 
qu'un fait qui sans être extraordinaire, n’a 
aucune probabilité par lui-même, nous soil 
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transmis par vingt témoins, de manière que 
le premicr l'ait transmis au second , le second 
au troisieme, et ainsi de suite. Supposons en- 
core que la probabilité de chaque témoignage 
soit égale à -5 : celle du fait sera moindre qu’un 
huitième; c’est-à-dire qu’il y aura plus de sept 
à parier contre un, qu'il est faux. On ne peut 
mieux comparer cette diminution de la pro- 
babilité, qu'a l'extinction dela clarté des objets, 
par l'interposilion de plusieurs morceaux de 
verre; un nombre de morceaux peu consi- 
dérable, suffisant pour dérober la vue d’un 
objet qu'un seul morceau laisse apercevoir 
d’une manière distincte. Les historiens ne pa- 
raissent pas avoir fait assez d'attention à cette 
dégradation de la probabilité des faits, Jors- 
qu'ils sont vus à travers un grand nombre de 
générations successives: plusieurs événemens 
hisloriques, réputés certains, seraientaumoins 
douteux, si on les soumettait à cette épreuve. 

Dans les sciences purement mathématiques 
les conséquencesles plus éloignées participent 
de la certitude du principe dont elles dérivent. 
Dans les applications de analyse à la phy- 
sique, les conséquences ont toute la certitude 
des faits ou des expériences. Mais dans les 
sciences morales, où chaque conséquence 
west dé:luite de ce qui la précède , que d’une 
manière vraisembiable;queiqueprobables que 
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soient ces déductions, la chance de l'erreur ” 
croit avec leur nombre, et finit par surpasser 
la chance de la vérité, dans les conséquences 
très-éloignées du principe. 

incipe, Quand deux événemens dépendent lun 
de Pautre; la probabilité de l'événement com- 
posé est le produit de la probabilité du pre- 
mier événement, par la probabilité que cet 
événement étant arrivé, l’autre aura lieu. 
Ainsi, dans le cas précédent de trois urnes 
A, B,C, dont deux ne contiennent que des 
boules blanches, et dont une ne renferme que 
des boules noires; la probabilité de tirer une 
boule blanche de Purne Ceest5; puisque sur 
iroisurnes, deux ne conliennentque des boules 
de cette couleur. Mais lorsqu'on a extrait une 
boule blanche, de l’urne C; lindécision rela- 
tive à celle des urnes qui ne renferme que des 
boules noires, ne portant plus que sur les 
urnes À et B; la probabilité d'extraire une 
boule blanche , de Purne B est $; le produit 
de ? par +, ou + est donc la probabilité d’ex- 
traire à-la-fois des urnes B et C, deux 
boules blanches. 

On voit par cet exemple, l'influence des 
événemens passés sur la probabilité des évé- 
nemens futurs. Car la probabilité d'extraire 
une boule blanche , de Purne B, qui primiti- 
vement est ż, se réduit à +, lorsqu'on a extrait 
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une boule blanche, de Purne C : elle se chan- 
gerail en certitude, si l’on avait extrait une 
boule noire, de la même urne. On déterminera 
cetteinfluence , au moyen du principe suivant, 
qui est un corollaire du précédent. 

Si Pon calcule & priori, la probabilité de Ve Principe. 
l'événement arrivé, et la probabilité d’un 
événement composé de celui-ci et d’un autre 
qu’on attend; la seconde probabilité divi- 
sée par la première, sera la probabilité 
de l'événement attendu, tirée de événement 
observé. 

Iciseprésentelaquestionagitée par quelques 
philosophes , touchant Pinfluence du passé sur 
la probabilité de Pavenir. Supposons qu’au jeu 
de croix et pile, croix soitarrivé plus souvent 
que pile. Par cela seul, nous serons portés à 
croire que dans la constitution de la pièce , il 
existe une cause constante qui le favorise. 
Ainsi, dans la conduite de la vie, le bonheur 
constant est une preuve habileté, qui doit 
faire employer de préférence les personnes 
heureuses. Mais si par l'instabilité des circons- 
tances, nous sommes ramenés sans cesse, à 
l'état d’uncindécision absolue; si, parexemple, 
on change de pièce à chaque coup, au jeu de 
croix et pile ; le passé ne peut répandre au- 
cune lumière sur Vaveuir, et il serait absurde 
gen tenir compte. 

a 
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Chacune des causes auxquelles un évé- 
nement observé, peut être attribué, est in- 
diquée avec d'autant plus de vraisemblance, 
qu'il est plus probable que cette cause étant 
supposée exister, l'événement aura lieu; la 
probabilité de Pexistence d’une quelconque 
de ces causes, est donc une fraction dont 
le numérateur est la probabilité de événe- 
ment, résultante de cette cause, et dont le 
dénominateur est Ja somme des probabilités 
semblables relatives à toutes les causes : si 
ces diverses causes considérées à priori, 
sont inégalement probables; il faut au lieu de 
la probabilité de l'événement, résultante de 
chaque cause, employer le produit de cette 
probabilité, par celle de la cause elle-même. 
C’est le principe fondamental de cette branche 
de lanalyse des hasards, qui consiste à remon- 
ter des événemens aux causes. 

Ce principe donne la raison pour laquelle 
on attribue les événemens réguliers, à une 
cause particulière. Quelques philosophes ont 
cru que ces événemens sont moins possibles 
que les autres, et qu'au jeu de croix et pile, 
par exemple, la combinaison dans laquelle 
croix arrive vingt fois de suite, est moins facile 
à la nature, que celles où croix et pile sont 
entre-mêlés d’une façon irrégulière. Mais cette 
opinion suppose que les événemens passés 


SUR LES PROBABILITÉS. 19 


influent sur la possibilité des événemens fu- 
turs, ce qui n’est point admissible. Les com- 
binaisons régulières n’arrivent plus rarement, 
que parce qu’elles sont moins nombreuses. Si 
nous recherchons une cause, là où nous aper- 
cevons de la symétrie ; ce n’est pas que nous 
regardions un événement symétrique, comme 
moins possible que les autres ; mais cet évé- 
nement devant être l'effet d’une cause régu- 
lire, ou celui du hasard, la première de ces 
suppositions est plus probabie que la seconde. 
Nous voyons sur une table, des caractères 
d'imprimerie, disposés dans cet ordre, Cons- 
tantinople; et nous jugeons que cet arrange- 
ment n’est pas l'effet du hasard, non parce 
qu'ilest moins possible que les autres, puisque 
si ce mot n'était employé dans aucune langue, 
nous ne lui soupconnerions point de cause 
‘particulière; mais cemot étant en usage parmi. 
nous, il est incomparablement plus probable 
qu’une personne aura disposé ainsi les carac- 
ières précédens, qu'il ne Pest que cet arran- 
gement est dù au hasard. 

Cest ici le licu de définir le mot extraor- 
dinaire. Nous rangeons par la pensée, tous 
les événemens possibles, en diverses classes ; 
et nous regardons comme extraordinaires, 
ceux des classes qui en comprennent un très- 
petit nombre. Ainsi, au jeu de crozx et pile, 

a: 
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l'arrivée de croix cent fois de suite, nous 
parait extraordinaire, parce que le nombre 
presqu'infim des combinaisons qui peuvent 
arriver en cent coups, étant partagé en séries 
régulières ou dans lesquelles nous voyons ré- 
gner un ordre facile à saisir , eten séries irré- 
gulières; celles-ci sont incomparablement plus 
nombreuses. La sortie d’une boule blanche, 
d’une urne qui, sur un million de boules, wen 
conlient qu'une seule de cette couleur, les 
autres étant noires, nous parait encore ex- 
traordinaire ; parce que nous ne formons que 
deux classes d’événemens, relatives aux deux 
couleurs. Mais la sortie du n° 79, par exemple, 
d’une urne qui renferme un million de numé- 
ros, nous semble un événement ordinaire ; 
parce que comparant individuellement les nu- 
méros, les uns aux autres, sans les partager 
en classes, nous n’ayons aucune raison de 
croire que Pun deux sortira plutôt que les 
autres. 

De ce qui précède, nous devons générale- 
ment conclure que plus un fait est extraor- 
dinaire, plusil a besoin d’être appuyé de fortes 
preuves. Car ceux qui Patiestent, pouvant ou 
tromper, ou avoir été trompés, ces deux 
causes sont d'autant plus probables, que la 
réalité du fait l’est moins en elle-même. C’est 
ce que l’on verra particulièrement, lorsque 
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nous parlerons de la probabilité des témoi- 
gnages, 

La probabilité d’un événement futur est virer 
la somme des produits de la probabilité de 
chaque cause, tirée de l'événement observé, 
par la probabilité que cette cause existant, 
l'événement futur aura lieu. L’exemple sui- 
vant éclaircira ce principe. 

Imaginons une urne qui ne renferme que 
deux boules dont chacune soit ou blanche, 
ou noire. On extrait une de ces boules, que 
l’on remet ensuite dans Purne , pour procéder 
à un nouveau tirage. Supposons que dans les 
deux premiers tirages, on ait amené des boules 
blanches ; on ren la probabilité d'amener 
encore une boule blanche au troisième tirage. 

On ne peut faire ici que ces deux hypo- 
thèses ; ou Pune des boules est blanche, et 
l’autre, noire ; ou toutes deux sont blanches. 
Dans la première hypothise, la probabilité de 
l'événement observé est +; elle est l'unité où 
la certitude dans la seconde. Ainsi, en regar- 
dant ces hypothèses, comme pen de Re 
on aura par le sixième principe, + et $ pour 
leurs probabilités respectives. Or si la pre- 
mière hypothèsea lieu, la probabilité d’exiraire 
une boule blanche au troisième tirage est 3; 
elle égale Punité, dans la seconde hypothèse: 
en multipliant ces dernières probabilités, par 


22 ESSAI PHILOSOPHIQUE 
celles des disais cuis ne la 


somme des produits, ou < sera la probabilité 
d'extraire une boule biche au troisième ti- 
rage. 


Quand la probabilité d’un événement simple 
est inconnue, on peut lui supposer également 
toutes les valeurs depuis zéro jusqu’à Punité. 
La probabilité de chacune de ces hypothéses, 
tirée de l'événement observé, est par le sixième 
principe, une fraction dont le numérateur est 
la probabilité de lévénement dans cette hypo- 
thèse, et dont le dénominateur cst la somme 
des probabilités semblables relatives à toutes 
les hypothèses. Ainsi la probabilité que la pos- 
sibilité de l'événement est comprise dans des 
limites données, est la somme des fractions 
comprises dans ces limites. Maintenant , si 
Von multiplie chaque fraction, par la proba- 
bilité de l'événement futur, déterminée dans 
hypothèse correspondante ; la somme des 
produits relatif à toutes les hypothèses sera 
par le septième principe, la probabilité de 
l'événement futur, tirée de l'événement ob- 
servé. On trouve ainsi qu'un événement étant 
arrivé de suite, un nombre quelconque de fois; 
la probabilité qu’il arrivera encore la fois sui- 
vante, est égale à ce nombre augmenté de 
Vunite, divisé par le même nombre augmenté 
de deux unités. En faisant, par exemple, 
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remonter la plus ancienne époque de Fhistoire, 
à cing mille ans, ou à 1826213 jours, et le 
soleil s’étant levé constamment dans cet inter- 
valle, à chaque révolution de vingt-quatre 
heures; il y a 1826214 à parier contre un, 
qu’ilse levera encore demain. Mais ce nombre 
est mcomparablement plus fort pour celui qui 
connaissant par l’ensemble des phénomènes, 
le principe régulateur des jourset des saisons, 
voit que rien dans le moment actuel, ne peut 
en arrêter le cours. 

Buffon, dans son Arithmétique politique, 
calcule différemmentla probabilitéprécédente. 
U suppose qu’elle ne diffère de Punité, que 
d’une fraction dont le numérateur est l'unité, 
ct dont le dénominateur est le nombre deux 
élevé à une puissance égale au nombre des 
jours écoulés depuis l'époque. Mais la vraie 
maniére de remonter des événemens pas- 
sés, à la probabilité des causes et des évé- 
nemens futurs, était inconnue à cet illustre 
écrivain. 


De l’Espérance. 


La probabilité des év enemens sert à déter- 
miner Pespérance ou la crainte des personnes 
intéressées à leur existence. Le mot g- 
rance a diverses acceptions : il exprime ge- 


ncipe. 
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néralement l'avantage de celui qui attend un 
bien quelconque, dans des suppositions qui 
ne sont que probables. Cet avantage, dans la 
théorie des hasards, estle produit de lasomme 
espérée, par la probabilité de l'obtenir : c’est 
la somme partielle qui doit revenir, lorsqu'on 
ne veut point courir les risques de Pévéne- 
ment, en supposant que la répartition se fasse 
proportionnellement aux probabilités. Cette 
répartition est la seule équitable, lorsqu'on 
fait abstraction de toutes circonstances étran- 
gcres; parce qu'avec un égal degré de proba- 
bilité, on a un droit égal sur la somme espérée. 
Nous nommerons cel avantage, espérance 
mathématique. 

Lorsqu'il dépend de plusieurs événemens; 
on obtient, en prenant la somme des pro- 
duits de la probabilité de chaque événement, 
par le bien attaché à son arrivée. 

Appiiquons ce principe à des exemples. 
Supposons qu’au jeu de croix et pile, Paul 
recoive deux francs, s’il amène croëx au pre- 
mier coup, etcinq francs, s’il ne l’amène qu’au 
second. En multipliant deux francs, par la 
probabilité + du premier cas, et cinq francs, 
par la probabilité + du second cas ; la somme 
des produits, ou deux francs et un quart sera 
l'avantage de Paul. C’est la somme qu’il doit 
donner d'avance à celuiquilui fait cetavantage; 
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car poùr l'égalité du jeu, la mise doit être 
égale à l'avantage qu'il procure. 

Si Paul reçoit deux francs , en amenant 
croix au premier coup, et cinq francs en Pa- 
menant au second coup, soit qu’il Pait ou non, 
amené au premier; alors la probabilité d'ame- 
ner croix au second coup, étant +; en mul- 
tipliant deux francs et cinq francs par $, la 
somme de ces produits, donnera trois francs 
et demi pour l'avantage de Paul, et par con- 
séquent pour sa mise au jeu. 

Dans une série d’événemens probables , IXe Principe 
dont les uns produisent un bien, et les autres, 
une perte; on aura lavantage qui en résulte, 
en faisant une somme des produits de la pro- 
babilité de chaque événement favorable, 
par le bien qu’il procure: et en retranchant 
de cette somme, celle des produits de la 
probabilité de chaque événement défavo- 
rable , par la perte qui y est attachée. Si la 
seconde somme emporte sur la première, 
le bénéfice devient perte, et l'espérance se 
change en crainte. 

On doit toujours, dans la conduite de la 
vie, faire ensorte d’égaler au moins, le produit 
du bien que lon espère, par sa probabilité, 
au produit semblable relatif à la perte. Mais 
il est nécessaire pour y parvenir, d'apprécier 
exactement les avantages , les pertes, et 
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leurs probabilités respectives. Il faut pour 
cela, une grande justesse d’esprit, un tact 
délicat, et une grande expérience des choses : 
il faut savoir se garantir des préjugés, des 
illusions de la crainte et de l'espérance, ct de 
ces fausses idées de fortune et debonheur, dont 
la plupart des hommes bercent leur amour- 
propre. 

L'application des principes précédens, à la 
question suivante, a beaucoup exercé les géo- 
mètres. Paul joue à croix et pile, avec la 
condition de recevoir, deux francs, s’il amène 
croix au premier coup; quatre francs, s’il ne 
amène qu’au second ; huit francs, s’il ne 
Vaméêne qu’au troisième, et ainsi de suite. Sa 
mise au jeu, doit être par le huitième principe, 
égale au nombre des coups ; ensorte que si la 
partie continue à l'infini, la mise doit être in- 
finie. Cependant, aucun homme raisonnable 
ne voudrait exposer à ce jeu, une somme 
mêmemodique, cinquantefrancs, par exemple. 
D'ou vient cette différence entre le résultat du 
calcul, ct l'indication du sens commun ? On 
reconnut bientôt, qu’elle tenait à ceque Pavan- 
tage moral qu’un bien nous procure, n’est pas 
proportionnel à ce bien, et qu’il dépend de 
mille circonstances souvent très-difficiles à 
définir, mais dont la plus générale et la plus 
importante est celle de la fortune. En effet, 
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il est visible qu’un franc a beaucoup plus de 
prix pour celui qui n’en a que cent, que pour 
un millionnaire. On doit donc dans le bien 
espéré, distinguer sa valeur absolue , de sa 
valeur relative. Celle-ci se règle sur les motifs 
qui le font desirer; au lieu que la premiere 
en est indépendante. On ne peut pas donner 
de principe général, pour apprécier cette va- 
leur relative. En voici cependant un proposé 
par Daniel Bernoulli, et qui peut servir dans 
beaucoup de cas. 

La valeur relative d’une somme infiniment xe Principe. 
petite, est égale à sa valeur absolue divisée 
par le bien total de la personne intéressée. 
Cela suppose que tout ho:nme a un bien quel- 
conque dont la valeur ne peut jamais être 
supposée nulle. En cffet, celui même qui ne 
possède rien, donne toujours à son existence, 
une valeur au moins égale à ce quiluiest rigou- 
retisement nécessaire pour vivre. 

Si lon applique analyse, au principe que 
nous venons d'exposer ; on obie la règle 
suivante. 

En désignant par Punité, la riie de la for- 
tune dun individu, indépendan te de ses expec- 
tatives ; si lon détermine les diverses valeurs 
que cette fortune peut recevoir en vertu de 
ces expectatives, et leurs probabilités ; le pro- 
duit de ces valeurs éleyées respectivement 
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aux puissances indiquées par ces probabilités, 
sera la fortune physique qui procurerait à Pin- 
dividu , le même avantage moral qu'il reçoit 
de la partie de sa fortune, prise pour unité, 
et de ses expectatives ; en retranchant donc 
Yunité, de ce produit; la différence sera l'ac- 
croissement de la fortune physique , dû aux 
expectatives : nous nommerons cet accrois- 
sement, espérance morale. {l est facile de 
voir qu’elle coïncide avec l'espérance mathé- 
matique, lorsque la fortune prise pour unité, 
devient infinie par rapport aux variations 
qu’elle reçoit des expectatives. Mais lorsque 
ces variations sontune partie sensible de cette 
unité, les deux espérances peuvent diffcrer 
très-sensiblement entre elles. 

Cette règle conduit à des résultats conformes 
auxindications du sens commun, que l’on peut 
à ce moyen, apprécier avec quelqu’exac- 
titude. Ainsi dans la question précédente, 
on trouve que si la fortune de Paul est de 
deux cents francs, il ne doit pas raisonna- 
blement mettre au jeu plus de neuf francs. La 
même règle conduit encore à répartir le dan- 
ger, sur plusieurs parties d’un bien que l’on 
espère, plutôt que d'exposer ce bien tout en- 
tier au même danger. Il en résulte pareille- 
ment, qu’au jeu le plus égal, la perte est 
toujours relativement plus grande que le gain; 
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car le produit de la fortune prise pour unité, 
augmentée du gain et elevee à une puissance 
égale à la probabilité du gain, par cette unilé 
diminuée de la perte, et élevéeà une puissance 
égale à la probabilité de la perte, est toujours 
moindre que la fortune du joueur avant sa 
mise au jeu. En supposant par exemple, cetie 
fortune, de cent francs, ct que le joueur en 
expose cinquante au jeu de croix et pile; 
sa fortune après sa mise au jeu, peut être en 
vertu de son expectative, ou de cent cinquante 
francs, ou seulement de cinquante : la pro- 
babilité de chacun de ces deux cas est +; cette 
fortune est donc par la règle précédente, égale 
à la racine carrée du proûait de cent cin- 
quante, par cinquante; elle est ainsi réduite 
à quatre-vingt-sept francs, c’est-à-dire que 
cette dernière somme procurerait au joueur, 
le même avantage moral, que létat de sa for- 
tune après sa mise. Le jeu est donc désavan- 
tageux , dans le cas même où la mise est égale 
au produit de la somme espérée, par sa pro- 
babilité. On peut juger par là de l’immoralité 
des jeux dans lesquels la somme espérée est 
au-dessous de ce produit. Ils ne subsistent 
que par les faux raisonnemens et la cupidité 
qu'ils fomentent, et qui portant le peupie à 
sacrifier son nécessaire, à des espérances chi- 
mériques dont il est hors d’état d'apprécier 
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linvraisemblance, sont lasource d’uneinfinité 
de maux. 


Des Méthodes analytiques du Calcul des 
Probabilités. 


L'application des principes quenousvenons 
d'exposer, aux diverses questions de proba- 
bilités , exige des méthodes dont la recherche 
a donné naissance à plusieurs branches de 
lanalyse, et spécialement à la théorie des 
combinaisons , et au calcul des différences 
finies. 

Si l’on forme le produit des binomes, unité 
plus une première lettre , lunité plus une sc- 
conde lettre, l'unité plus une troisième lettre, 
et ainsi de suite jusqu’à z lettres ; en retran- 
chant Punité de ce produit développé, on aura 
la somme des combinaisons de toutes ces 
lettres prises une à une, deux à deux, trois à 
trois, etc. : chaque combinaison aura pour 
coefficient, l'unité. Pour avoir le nombre des 
combinaisons de ces z lettres prises r à r, on 
observera que si on suppose les lettres égales 
entre elles, le produit précédent deviendra la 
puissance nie du binome, un plus la pre- 
mière lettre; et le nombre des combinaisons 
des n lettres prises z à z, sera le coefficient 
de la puissance r'èe de la première lettre, 
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dans le développement de ce binome; on aura 
donc ce nombre, par la formule connue du 
binome. 

Si lon veut avoir égard à ła situation res- 
pective des lettres, dans chaque combinaison ; 
on doit observer qu’en joignant une seconde 
lettre à la première, on peut la placer au pre~ 
mier et au second rang; ce qui donne deux 
combinaisons. Si l’on joint à ces combinai- 
sons, une troisième lettre; on peut lui donner 
dans chaque combinaison, le premier , le se- 
cond et le troisième rang; ce qui forme trois 
combinaisons relatives à chacune des deux 
autres, en tout, six combinaisons. De là, il 
est aisé de conclure que le nombre des arran- 
gemens différens que lon peut donner à r 
lettres, est le produit des nombres depuis Pu- 
nité jusqu’à r. Il faut donc pour avoir égard 
à la situation respective des lettres, multi- 
plier par ce produit, Ilc nombre des combinai- 
sons des 7 lettres prises 7 à r; ce qui revient 
à supprimer le dénominateur du coefficient du 
terme du binome, qui exprime ce nombre. 

Supposons une loterie composée de z nu- 
méros, et qu'il en sorte r à chaque tirage; on 
demande la probabilité de la sortie de s nu- 
méros donnés, dans un tirage. Pour y parve- 
nir, on déterminera d’abord le nombre des 
combinaisons des autres numéros pris moins 
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s, àr moins s; car il est clair qu’en ajoutant 
les s numéros donnés, à chacune de ces com- 
binaisons, on aura la somme de toutes les 
combinaisons des z lettres prises r à r, et 
dans lesquels les s numéros donnés entrent. 
Si l’on divise ce nombre, par celui des com- 
binaisons de toutes les lettres prises r à r; 
on aura la probabilité demandée. On trouve 
ainsi que cette probabilité est le rapport du 
nombre des combinaisons de r lettres prises 
sà s,au nombre des combinaisons de z lettres 
prises s à s. 

On peut d’après ce théorème, calculer les 
chances de la loterie de France, et en con- 
clure ses bénéfices. Cette loterie est, comme 
on sait, composée de go numéros, dont cinq 
sortent à chaque tirage. La probabilité de la 
sortie d’un extrait donné, est en vertu de ce 
théorème, égale à $ ou +; la loterie devrait 
donc alors pour Pcgalité du jeu, rendre dix- 
huit fois la mise. Le nombre total des com- 
binaisons deux à deux, de go numéros est 
4005, et il en sort dix à chaque tirage; ainsi 
la probabilité de la sortie d’un ambe donné 
est z455; la loterie devrait donc pour un ambe 
sorti, rendre quatre cents fois et demie, la 
mise. On trouve pareillement qu’elle devrait 
rendre la mise, 11748 fois pour un terne, 
511058 fois pour un quaterne, et 45949208 
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fois pour un quine. La loterie est loin de faire 
ces avantages aux joueurs. 

-Supposons encore dans une urne, x boules 
que l’on puisse également extraire une à une, 
deux à deux, trois à trois , etc.; on a fait une 
de ces extractions, et Pon demande la proba- 
bilité que le nombre des boules extraites est 
impair. Jl suit de ce qui précède, que si Pon 
élève le binome, un plus un, à la puissance 
7; les termes, second, troisième, etc., expri- 
meront les nombres de combinaisons des z 
boules, prises une à une, deux à deux, etc. ; 
ainsi la totalite des combinaisons sera la puis- 
sance zième de deux, moins l'unité : la somme 
des termes second , quairième, sixième, etc. 
du développement du binome, sera le nombre 
des combinaisons impaires : elle sera visible- 
ment, la moitié de la différence des nière puis- 
sances des binomes un plus un, et un moins 
un; ou la moitié de la ie puissance de deux. 
En retranchant l'unité, de cette quantité, on 
aura le nombre des combinaisons paires ; et 
en divisant ces deux nombres de combinai- 
sons, par leur somme, on aura les probabi- 
lités respectives des combinaisons impaires et 
paires. On voit ainsi qu’il y a de l'avantage à 
parier plutôt pour un nombre impair de boules 
<xlrailes, que pour un nombre pair. 

Mais la méthode la plus générale et la pius 
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directe de résoudre les questions de proba- 
bilité, consiste à les faire dépendre d'équations 
aux diflérences. En comparant les états con- 
sécutifs de la fonction des variables, qui ex- 
prime la probabilité, lorsqu'on fait croître ces 
variables, de leurs différences respectives; la 
question proposée fournit le plus souvent, un 
rapport très-simple entre les divers états de 
cette fonction. Ce rapport est ce que lon 
nomme équation aux différences ordinaires 
ou partielles ; ordinaires , lorsqu'il wy a 
qu’une variable; partielles, lorsqu'il y en a 
plusieurs. Donnons en quelques exemples. 
Trois joueurs dont les forces sontsupposées 
les mêmes, jouent ensemble aux conditions 
suivantes. Celui des deux premiers joueurs 
qui gagne son adversaire , joue avec le troi- 
sième, et s’il le gagne, la partie est finie. S'il 
est vaincu, le vainqueur joue avec l’autre, et 
ainsi de suite, jusqu’à ce que l’un des joueurs 
ait gagné consécutivement les deux autres ; 
ce qui termine la partie. On demande la pro- 
babilité que cette partie sera finie dans un 
nombre donné de coups. Cherchous d’abord 
la probabilité qu’elle finira précisément à un 
coup déterminé, par exemple, au dixième 
coup. Pour cela, le joueur qui la gagne, doit 
entrer au jeu au neuvième coup, et le gagner 
ainsi que le coup suivant. Mais si au lieu de 
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gagner le neuvième coup, il était vaincu par 
son adversaire; comme celui-ci a déjà gagné 
Fautre joueur, la partie finirait à ce coup; 
ainsi la probabilité qu'un joueur entrera au jeu 
au neuvième coup, et le gagnera, est égale à 
celle que la partie finira précisément à ce 
coup; et comme ce joueur doit gagner le coup 
suivant, pour que la partie se termine au 
dixièmecoup, cette dernière probabiliténesera 
qu'un demi de la précédente. Il suit de là que 
si lon considère cette probabilité, comme une 
fonction du numéro du coup auquel elle doit 
finir; cette fonction sera la moitié de la même 
fonction dans laquelle on a diminué le numéro 
ou la variable, d’une unité. Cette égalité forme 
une de ces équations que Pon nomme égua- 
tions aux différences finies ordinaires. 

On peut déterminer facilement àsonmoyen, 
la probabilité que la partie finira précisément 
à un coup quelconque. IL est visible que la 
partie ne peut finir au plutôt, qu’au second 
coup; et pour cela, il est nécessaire que celui 
des deux premiers joueurs qui gagne son ad- 
versaire, gagne au second coup, le troisième 
joucur. Ainsi la probabilité que la partie finira 
à ce coup, est+. De la, en vertu de l'équation 
précédente, on conclut que les probabilités 
successives de la fin de la partie , soni + pour 
le troisième coup, ? pour le quatrième, etc., 
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et généralement > éleyé à une puissance 
moindre de Punité, que le numéro du coup. 
Maintenant, si l’on prend la somme de toutes 
ces puissances, depuis la première jusqu’à 
cette dernière inclusivement; on aura la pro- 
babilité que la partie sera terminée dans le 
nombre de coups indiqué par ce numéro , 
égale à Punité moins la dernicre de ces paies 
sances de +. 

Considérons encore Ie premier problème 
que l'on ait résolu sur les probabilités, et que 
Pascal proposa de résoudre à Fermat. Deux 
joueurs A et B, dont les adresses sont égales, 
jouent ensemble à cette condition que celui 
qui le premier, aura vaincu l’autre un nombre 
donné de fois, gagnera la partie, et emportera 
la somme des mises au jeu. Après quelques 
coups, les joueurs conviennent de se retirer 
sans avoir terminé la partie; on démande de 
quelle manière ils doivent se partager cette 
somme. Il est visible que leurs parts doivent 
être proportionnelles à leurs probabilités res- 
pectives de.gagner la partie; la question se 
réduit donc à déterminer ces probabilités. 
Elies dépendent évidemment des nombres de 
points qui manquent à chaque joueur, pour 
atteindre le nombre donné; ainsila probabilité 
de A est une fonction de ces deux nombres que 
nous regarderons comme autant de variables. 
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Si les deux joueurs convenaient de jouer un 
coup de plus ( convention qui ne change en 
rien leur sort ); ou A le gagnerait, et alors le 
nombre des points qui lui manque, serait di- 
minué d’une unité; ou le joueur B gagneruit 
ce nouveau coup, et alors le nombre des 
points qui manquent à ce dernier joueur, Sc- 
rait diminué d’une unité; mais la probabilité 
de chacun de ces cas est +; la fonction cher- 
chée est donc égale à la moitié de cetie fonction 
dans laquelle on diminue d’une unite, la pre- 
mière variable, plus à la moitié de la même 
fonction dans laquelle on diminue la seconde 
variable, d’une unité. Cette égalite est une de 
ces équations que l’on nomme équations aux 
différences partielles. 

On peut déterminer à son moyen, les pro- 
babilités de A, en partant des plus petits 
nombres, et en observant que la probabilité 
ou la fonction qui l’exprime, est égale à l'unité, 
lorsqu'il ne manque aucun point au joueur A , 
ou lorsque la première variable est nulle; ct 
que cette fonction devient nulle avec la sc- 
conde variable. En supposant ainsi qu'il ne 
manque qu'un point au peer A, on trouve 
que sa probabilité est 4, 4, F, čte: , Suivant 
qu'il manque à B, un point, ou deux, oa 
trois, etc. Généralement, elle est alors égale 
à l'unité, moins 4 élevé à une puissance égale 
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au nombre des points qui manquent à B. On 
supposera ensuite qu'il manque deux points 
au joueur À, et l’on trouvera sa probabilité 
égale à +, +, 1, etc., suivant qu'il manque à 
B, un point, ou deux, ou trois, etc. On sup- 
posera encore qu’il manque trois points au 
joueur A, et ainsi de suite, 

Cette manière d'obtenir les valeurs succes- 
sives d’une quantité , au moyen de son équa- 
tion aux différences , est longue et pénible ; 
et les géomètres ont cherché des méthodes 
pour avoir la fonction générale des variables 
qui satisfait à cette équation, ensorte que Pon 
n'ait besoin pour chaque cas particulier, que 
de substituer dans cette fonction, les valeurs 
correspondantes des variables. Considérons 
cel objet d’une manière générale. Pour cela , 
concevons une suite de termes disposés sur 
une ligne horizontale, et tels que chacun 
d'eux dérive des précedens , suivant une loi 
donnée : supposons cette loi exprimée par 
une équation entre plusieurs termes consé- 
cutifs, et leur indice, ou le nombre qui in- 
dique le rang qu'ils occupent dans la série : 
cette équation est ce que je nomme équation 
aux differences finies à un seul indice ya- 
riable. L'ordre ou le degré de cette équation 
est la différence du rang de ses dcux termes 
extrêmes. On peut, à son moyen, déterminer 
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successivement les termes de la série, et la 
continuer indéfiniment; mais il faut pour cela, 
connaître un nombre de termes de la série, 
égal au degré de l'équation. Ces termes sont 
les constantes arbitraires de expression du 
terme général de la série, ou de l'intégrale 
de l'équation aux différences. 

Concevons maintenant, au - dessus des 
termes de la série précédente, une seconde 
série de termes disposés horizontalement; con- 
cevons encore, au-dessus des termes de la 
seconde série , une troisième série horizon- 
tale, et ainsi de suite à l'infini, et supposons 
les termes de toutes ces séries, liés par une 
équation générale entre plusieurs termes con- 
sécutifs, pris tant dans le sens horizontal, que 
dans le sens vertical , et les nombres qui in- 
diquent leur rang dans les deux sens. Cette 
équation est ce que je nomme équation aux 
différences finies partielles à deux indices 
variables. 

Concevons pareillement au-dessus du plan 
qui renferme les séries précédentes, un se- 
cond plan renfermant des séries semblables, 
dont les termes soient placés respectivement 
au-dessus de ceux que contient le premier 
plan. Concevons ensuite au-dessus de ce se- 
cond plan, un troisième plan renfermant des 
séries semblables , et ainsi à l'infini. Supposons 
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tous les termes de ces séries, liés par une 
équation entre plusieurs termes consécutif , 
pris tant dans le sens de la longueur, que dans 
les sens de la largeur et de la profondeur, et 
les trois nombres qui indiquent leur rang dans 
ces trois sens. Cette équation est ce que je 
nomme équation aux différences finies par- 
telles a trois indices variables. 

Enfin , en considérant la chose d’une ma- 
nièreabstraiteet indépendante des dimensions 
de l'espace, concevons généralement un sys- 
tème de grandeurs qui soient fonctions d’un 
nombre quelconque d'indices variables, ct 
supposons entre ces grandeurs , leurs diffe- 
rences relatives à ces indices et les indices 
eux-mêmes, autant d'équations qu'il y a de 
ces grandeurs; ces équations seront aux dif- 
férences finies partielles à un nombre quel- 
conque d'indices variables. 

On peut à leur moyen, déterminer succes- 
sivement ces grandeurs. Mais de même que 
Féquation à un seul indice, exige que Pon 
connaisse un certain nombre de termes de la 
série; de même l'équation à deux indices exige 
que l’on connaisse une ou plusieurs lignes de 
séries, dont les termes généraux peuvent cha- 
cun être exprimés par une fonction arbitraire 
d’un des indices. Parcillement, léquation à 
trois indices exige que lon connaisse un ou 
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plusieurs plans de séries, dont les termes gé- 
néraux peuvent être exprimés chacun par une 
fonction arbitraire de deux indices, et ainsi 
de suite. Dans tous ces cas, on pourra, par 
des éliminations successives, déterminer un 
terme quelconque des séries. Mais toutes les 
équations entre lesquelles on élimine, étant 
comprises dans un même systéme d'équations 
générales; toutes les expressions des termes 
successifs que l’on obtient par ces éliminalions, 
doivent être comprises dans une expression 
générale, fonction des indices qui déterminent 
le rang du terme. Cette expression est l’inté- 
grale de Péquation proposée aux différences, 
ct sa recherche est l'objet du calcul intégral. 
Parmi les méthodes imaginces pour y par- 
venir, celle qui me paraît être la plus générale 
ct la plus simple, est fondée sur la considéra- 
tion des fonctions génératrices dont voici 
Pidée. 

Si Fon conçoit une fonction À d’une vya- 
riable, développée dans une série ascendante 
par rapport aux puissances de cette variable ; 
le coeflicient de Pune quelconque de ces puis- 
sances sera fonction de Pindice ou exposant 
de cette puissance. A est ce que je nomme 
fonction génératrice de ce cocfficient, ou de 
ła fonction de l'indice. 

Maintenant, si Pon multiplie la sér ie A4 par 
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une fonction linéaire de la variable, telle, par 
exemple, que l'unité plus deux fois cette va- 
riable ; le produit sera une nouvelle fonction 
génératrice dans laquelle le coefficient dune 
puissance quelconque de la variable, sera égal 
au coefficient de la même puissance dans À, 
plus au double du coefficient de la puissance 
inférieure d’une unité. Ainsi la fonction de 
Pindice dans le produit, égalera la fonction de 
indice dans À, plus le double de cette même 
fonction dans laquelle l'indice est diminué de 
l'unité. Cette fonction de l’indice dans le dé- 
veloppement du produit, peut ainsi être en- 
visagce, comme une dérivée de la fonction 
de l’indice dans A, dérivée que l’on peut ex- 
primer par une caractéristique placée devant 
cette dernière fonction. La dérivation indiquée 
par la caractéristique, dépend de la fonction 
multiplicateur , que nous désignerons généra- 
lement par B, et que nous supposerons déve 
loppée comme À, par rapport aux puissances 
de la variable. 

Si lon multiplie de nouveau par B, le pro- 
duit de A par B, ce qui revient à multiplier A 
par le carré de E; on formera une troisième 
fonction génératrice dans laquelle le coefficient 
d'une puissance quelconque de la variable, 
sera une dérivée semblable du coefficient cor- 
respondant dans le premier produit;onpourra 
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donc exprimer par la même caractéristique 
placée devant la dérivée précédente, et alors 
cette caractéristique sera deux fois écrite de- 
vant le coefficient correspondant dans la série 
A; mais au lieu de l'écrire ainsi deux fois, 
on lui donne pour exposant, le nombre deux. 

En continuant de cette manière, on voit 
généralement que si l'on multiplie A par une 
puissance nie de B; on aura le coefficient 
d’une puissance quelconque de la variable 
dans le produit, en plaçant devant le coefti- 
cient correspondant dé A, la caractéristique 
avec n pour exposant. : 

Supposons que B soit l'unité divisée par la 
variable ; alors dans le produit de A par B, 
le coefficient d’une puissance de la variable, 
sera le coefficient de la puissance supérieure 
d’une unité dans A ; doù il suit que dans le 
produit de A par la puissance nie de B, ce 
coefficient sera celui dela puissance supérieure 
d’un nombre z d’unités dans A. - 

Si B est égal à, moins un plus unité divisée 
par la variable; alors dans le produit de A par 
B, le coefficient de la variable sera le coefti- 
cient de la puissance supérieure d’une unité 
dans A, moins le coeiticient de cette puis- 
sance; il sera donc la différence finie de ce 
dernier coefficient dans lequel on fait varier 
Pindice, delunité. Ainsi dans le produit de A 
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par la puissance nime de B, le coefficient sera 
la différence nme du coefficient correspon- 
dant dans A. 

B étant une fonction de la variable, et C 
étant une autre fonction de la même variable ; 
on pourra considérer B, comme une fonction 
de C, développée dans une série ordonnée 
par rapport aux puissances de C; le produit 
de A par cette série, sera donc identiquement 
égal au produit de A par B; et les coefficiens 
d’une même puissance de la variable, seront 
identiquement égaux dans ces deux produits. 
Mais le premier de ces coefficiens est formé 
d’une suite de termes correspondans aux pro- 
duits de A par les diverses puissances de €. 
Dans le produit de A par C, ce coefficient est 
une nouvelle dérivée du coefficient corres- 
pondant dans A , dérivée que nous exprime- 
rons par une nouvelle caractéristique placée 
devant ce dernier coefficient. En changeant 
donc les diverses puissances de C, dans cette 
nouvelle caractéristique affectée d’exposans 
égaux à ceux de ces puissances, et placée 
devant le coefficient correspondant de A ; en 
multipliant ensuite par ce coefficient, le terme 
indépendant de C, dans la série précédente ; 
on aura le coefficient relatif au produit de A 
par le développement de B, suivant les puis- 
sances de C. Si l’on égale ce coefficient, à celui 
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qui est relatif au produit de A par B, ct qui 
est exprimé par la première caractéristique 
placée devant le cocilicient correspondant de 
A; on aura l'expression de la dérivée indiquée 
par cette caractéristique, dans une série or- 
donnée suivant les exposans de la nouvelle 
caractéristique. On voit que pour former cette 
série, c’est-à-dire pour repasser des fonctions 
génératrices à leurs cocfliciens, il suffit de 
substituer dans B considéré comme fonction 
de C, la nouvelle caractéristique, à la place 
de C; de développer ensuite B , dans une série 
ordonnée par rapport aux puissances de cette 
caractéristique ; enfin d'écrire le coefficient 
d’une puissance indéterminée de la variable 
dans À, à la suite de chaque puissance de la 
caractéristique, et après le premier terme de 
la série. Ainsi ce coeflicient étant une fonction 
quelconque de Pindice de la puissance de la 
variable; la transformation d’une dérivée de 
cette fonction, indiquée par une première ca- 
ractéristique, dans une série ordonnée par 
rapport aux exposans successifs de la carac- 
téristique d’une nouvelle dérivée de la même 
fonction, se réduit aux opérations algébriques 
du développement des fonctions en séries. 

Si l’on suppose B égal à l'unité divisée par 
la variable, et C égal à cette fraction moins 
un; B sera égal à l'unité plus C, et le produit 
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de À par la ze puissance de B, sera égal au 
produit de A par le développement de la 
puissance ne du binome, un plus C; or le 
coefficient d’une puissance quelconque de la 
variable, dans le produit de A par B élevé à 
la nie puissance, est, comme on Pa vu, le 
coefficient de la puissance supérieure de 7 
unités, dans À ; et ce même coefficient dans 
le produit de A par une puissance de C, est 
la différence du même ordre du coefficient cor- 
respondant dans À ; une fonction quelconque 
de l’indice augmenté de 7, est donc égale aux 
coefficiens des termes du développement de 
la puissance ze du binome, multipliés res- 
pectivement par la fonction elle-même, ct 
ses différences successives ; ce qui donne Pin- 
terpolation des séries, au moyen des diffé- 
rences de leurs termes successifs. 

B étanttoujours supposé égal à l'unité divisée 
par la variable, et C étant une fonction quel- 
conque de cette variable; C sera la même 
fonction du quotient de l'unité divisée par B. 
Si de là on tire l'expression de la puissance 
nme de B, dans une série développée suivant 
les puissances de C; on aura en repussant des 
fonctions génératrices aux coefficiens, une 
fonction quelconque de l'indice augmenté de 
n, égale à une série dont le premier terme 
sera le premier terme de la série précédente, 
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multiplié par la fonction elle-même; et dont les 
suivans seront ceux de la même série, dans 
lesquels, au lieu des puissances de C, on écrit 
les mêmes puissances de la caractéristique 
relative à C, suivies de la fonction. Si Pon 
suppose un des termes de cette nouvelle série, 
égal à zéro; tous les termes suivans seront 
nuls, et la somme des termes précédens sera 
l'expression de la fonction de l'indice aug- 
mentė de l'indéterminée n; cette expression 
sera l'intégrale compiète de l'équation aux 
différences, indiquée par l'égalité du terme de 
la série, à zéro ; on a ainsi la méthode la plus 
simple d'intégrer ce genre d'équations. 

Concevons présentement que A soit une 
fonction de deux variables, ( ce que nous 
allons dire, s'étend à un nombre quelconque 
de variables ). En la développant dans une 
série ordonnée par rapport aux puissances de 
ces variables, et à leurs produits; le coefficient 
du produit de deux puissances quelconques 
dans ce développement, sera une fonction des 
indices de ces puissances , dont A sera la fonc- 
tion génératrice. | 

Si Pon multiplie A par une autre fonction 
B de ces deux variables; le coefficient des 
deux mêmes puissances dans le produit, sera 
une fonction dérivée du coefficient précédent, 
dérivée que l’on pourra exprimer par une 
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caractéristique placée devant ce coefficient. 
On verra, comme ci-dessus, que le coefficient 
correspondant, dans le produit de A par une 
puissance quelconque de B, sera exprimé par 
cette caractéristique , toujours placée devant 
le coefficient relatif à A, et a laquelle on donne 
pour exposant, celui de la puissance de B. De 
là résultent des théorèmes analogues à ceux 
qui sontrelatifs à une seule variable. On pourra 
développer d’une manière semblable , une 
fonction quelconque des deux indices augmen- 
tés respectivement des nombres z et n’, dans 
unc série ordonnée par rapport aux puissances 
d’une caractéristique, placées devant la fonc- 
tion sans accroissement d'indices; et dont le 
premier terme est celte fonction elle-même. 
Si lun des termes de cette série, est égal à 
zéro; tous les termes suivans le seront pareil- 
lement, et la somme des termes précédens 
sera l'expression de la fonction des deux in- 
dices augmentés respectivement des indéter- 
minées zetz’ : cette expression sera l'intégrale 
de l'équation aux différences finies partielles, 
donnée par cette égalité. 

Il existe toujours une fonction des variables, 
telle qu’en la développant en série , les coef 
ficiens des produits de leurs puissances ont 
entre eux, la relation donnée par une équation 
aux difiérences partielles. Cette fonction que 
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jai nommée /onction génératrice de l’équa- 
tion proposée, est Souvent facile à obtenir : 
toutes les manières de la développer en série, 
donneront l'intégrale de cette équation, sous 
des formes diverses plus ou moins commodes 
selon les circonstances. 

Si lon a une série ordonnée par rapport 
aux puissances d'une variable, et telle que 
le cocilicient de chaque puissance soit, par 
exemple, la moitié du coefficient de la puis- 
sance précédente ; on pourra concevoir Pin- 
tervalle des deux premiers termes, rempli 
d'une infinité de termes dans lesquels les puis- 
sances de la variable croïtront par degrés 
infiniment petils, depuis zéro jusqu’ à Punité, 
et auront des coefliciens arbitraires. Les er 
valles des termes consécutifs suivans, seront 
parcillement remplis d’une infinité d’autres 
termes, mais dépendans des premiers, de 
manière que le cocflicient d’une puissance de 
la variable, soit la moitié du coefficient de la 
puissance moindre d’une unité. Le plus com- 
munément, on suppose les intervalles des pre- 
miers termes de chaque série, remplis par des 
ordonnées paraboliques ; alors les autres in- 
tervalles sont remplis d’ordonnéessemblables, 
liées aux précédentes, par la loi générale de 
la sériequirenferme ainsi toutesles puissances 
entières et fractionnaires de la variable. `- 
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Supposons maintenant que À soit une série 
semblable, et que B soit égal à, moins un plus 
l'unité divisée par une puissance ¿ entière ou 
fractionnaire de la variable. En représentant 
par un plus C, l'unité divisée par la variable ; 
B sera égal à la quantité suivante, moins un 
plus la puissance ¿ du binome, un plus C. Si 
Fon multiplie par A, la puissance rite de cette 
quantité ; on aura un produit identiquement 
égal à celui de À par la puissance nme de B. 
Si Pon développe ces puissances; on repassera 
des fonctions génératrices, aux coefficiens, 
1° en changeant la puissance nièe de B, mul- 
tipliée par A, dans la différence ne de la 
fonction de Pindice, relative à A, z étant l’ac- 
croissement de l'indice; 2° en changeant pa- 
rcillement le produit de A par une puissance 
de C d’un ordre quelconque, dans une diffé- 
rence du même ordre, de la même fonction 
de l'indice, l'unité étant l'accroissement de 
l'indice. On aura donc la différence nme d’une 
fonction quelconque de l'indice dont zest Pac- 
croissement, exprimée par une série des dif- 
férences de la même fonction , dans lesquelles 
l'unité est accroissement de indice. On peut, 
ainsi transformer la caractéristique relative à 
un accroissement de l'indice, dans une série 
de caractéristiques relatives à un autre ac- 
croissement. 
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On voit dans tout ce qui précède, que les 
opérations algébriques relatives aux trans- 
Formations des fonctions , se transportent aux 
caractéristiques , en leur donnant pour expo- 
sans, Ceux des quantités qui leur correspon- 
dent. Cette analogie remarquable et féconde 
des puissances et des caractéristiques, avait 
été aperçue par Leibnitz dans les expressions 
différentielles. Lagrange, en suivant cet aperçu 
de Leibnitz dans tous ses développemens, en 
a tiré des formules aussi curieuses qu’utiles 
pour l'analyse , mais sans en donner les dé- 
monstrations qu'il regardait comme ditficiles. 
La théorie des fonctions génératrices ne laisse 
rien à desirer à cet égard, et de plus elle étend 
à des caractéristiques quelconques, l’analogie 
que ces deux grands géomêtres n’avaient ob- 
servée que relativement aux puissances et 
aux différences. 

Si Pon suppose les accroissemens des in- 
dices, infiniment petits; les résultats relatifs à 
leurs accroissemens finis , subsisteront tou- 
jours , et se simplifieront en rejetant les in~ 
finiment petits d’un ordre supérieur à celui 
que l’on conserve. Ces passages du fini à Pin- 
finiment petit, ont l'avantage d'éclairer les 
points délicats de l'analyse infinitésimale, qui 
ont été objet de grandes discussions parmi 
les géomèêtres. C’est ainsi que j'ai démentré 
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la possibilité d'introduire des fonctions dis- 
conlinues , dans les intégrales des équations 
aux différentielles partielles; pourvu que la 
discontinuité wait lieu que pour les difléren- 
tielles des fonctions, de l’ordre de ces équa- 
tions. Les résultats transcendans du calcul 
sont, comme toutes les abstractions de Pen- 
tendement , des signes généraux dont on ne 
peut connaître la véritable étendue, qu’en 
remontant par l'analyse métaphysique, aux 
idées élémentaires qui y ont conduit; ce qui 
présente souvent de grandes diflicultés; car 
Pesprit humain en éprouve moins encore à 
se porter en avant, qu'à se replier sur lui- 
même. 

Le passage du fini à linfiniment petit, ré- 
pand un grand jour sur la métaphysique du 
calcul différentiel. On voit clairement par ce 
passage , que ce calcul n’est que la comparai- 
son des coefficiens des mêmes puissances des 
différentielles, dans le développement en sé- 
rie, de fonctions identiquement égales des 
indices augmentés respectivement de diffé- 
rentielles indéterminées. Les quantités que 
Pon néglige comme étant d’un ordre d’infini- 
ment petits, supérieur à celuique Pon conserve, 
et qui semblent par cette omission, ôter à ce 
calcul la rigueur de l’algébre, ne sont que des 
puissances de ces différentielles, d’un ordre 


SUR LES PROBABILITÉS. 53 
supérieur à celui des puissances dont on com- 
pare les coefliciens , et qui par là, doivent 
être rejetées de cette comparaison; ensorte 
que le calcul différentiel a toute exactitude 
des autres opérations algchriques. Mais dans 
ses applications à la géométrie et à la méca- 
nique, il est indispensable d'introduire le prin- 
cipe des limites. Par exemple, la soutangente 
d’une courbe étant la limite géométrique de la 
sousécante, ou la ligne dont celle-ci approche 
sans cesse, à mesure que les points d'inter- 
section de la sécante et de la courbe se rap- 
prochent ; l'expression analytique de la sou- 
tangente , doit être pareillement la limite de 
l'expression analytique de la sousécante; elle 
est, par conséquent, égale au premier terme 
de cette dernière expression développée sui- 
vant les puissances de l'intervalle qui sépare 
les deux points d’intersection. 

On peut encore envisager la tangente , 
comme la droite dont Féquation approche le 
plus de celle de la courbe , près du point de 
contingence. L’ordonnée de cette courbe, 
étant une fonction de labscisse; si à partir 
de ce point, on fait croître l’abscisse, d’une 
quantité indéterminée , et qu’on développe la 
fonction suivant les puissances de cette indé- 
terminée ; il est visible que la somme des 
deux premiers termes de ce développement , 
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sera ordonnée de la droite la plus appro- 
chante de la courbe; conséquemment, elle 
sera l’ordonnée de la tangente : le coefficient 
de l’indéterminée dans le second terme, ex- 
primera le rapport de ordonnée à la soutan- 
gente. Il est facile de prouver par le principe 
des limites, que toute autre droite menée par 
le point de contingence, entrerait dans la 
courbe près de ce point. 

Cette manière singulièrement heureuse de 
parvenir à l’expression des soutangentes, est 
due à Fermat qui la étendue aux courbes 
transcendantes. Ce grand géomètre exprime 
par la caractéristique E, Paccroissement de 
Pabscisse ; et en ne considérant que la pre- 
mière puissance de cet accroissement, il dé- 
termine exactement comme on le fait par 
le calcul différentiel, les soutangentes des 
courbes, leurs points d'inflexion, les maxima 
et minima de leurs ordonnées, et générale- 
ment ceux des fonctions rationnelles. On voit 
même par sa belle solution du problème de 
la réfraction de la lumière , en supposant 
qu'elle parvient d'un point à un autre dans 
le temps le plus court, et qu’elle se meut dans 
les divers milieux diaphanes avec différentes 
vitesses, on voit dis-je, qu’il savait étendre 
sa méthode, aux fonctions irrationnelles , 
en se débarrassant des irrationnalités, par 
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l'élévation des radicaux aux puissances. On 
doit doncregarder Fermat, comme le véritable 
inventeur du calcul différentiel. Newton a de- 
puis rendu ce calcul, plus analytique, dans sa 
Méthode des Fluxions ;etil en a simplifié et gé- 
néralisé les procédés, par son beau théorème 
du binome. Enfin presqu'en même temps, 
Leibnitz a enrichi le calcul différentiel, d’une 
notation qui en indiquant le passage du fini à 
l'infiniment petit, réunit à l'avantage d’expri- 
mor les résultats rigoureux de ce calcul, celui 
de donner les premières valeurs approchées 
des différences et des sommes des quantités ; 
notation qui s’est adaptée d’elle-même au cal- 
cul des diiférentielles partielles. La langue de 
l'analyse, la plus parfaite de toutes les langues, 
étant par elle-même un puissant instrument 
de découvertes ; ses nolations, lorsqu'elles 
sont nécessaires et heureusement imaginées, 
sont des germes de nouveaux calculs. Ainsi 3 
la simple idée qu’eut Descartes, d'indiquer les 
puissancesreprésentées par deslettres, enécri- 
vant vers le haut de ces lettres, les nombres 
qui expriment les degrés de ces puissances, a 
donné naissance au calcul exponentiel; et 
Leibnitz a été conduit par sa notation, à Pana- 
logie singulière des puissances et des différen- 
tielles. Le calcul des fonctions génératrices , 
qui, comme onf’ayu,donnela véritable origine 
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de cette analogie, offre tant d'exemples de ce 
transport des exposans des puissances aux ca- 
ractéristiques , qu’il peut encore être envisagé 
comme le calcul exponentiel des caractéris- 
tiques. 

On est souvent conduit à des expressions 
qui contiennent tant de termes et de facteurs, 
que les substitutions numériques y sont im- 
praticables. C’est ce qui a lieu dans les ques- 
tions de probabilité, lorsque l’on considère 
un grand nombre d’événemens. Cependant il 
importe alors d'avoir la valeur numérique des 
formules, pour connaître avec quelle proba- 
bilité, les résultats que les événemens déve- 
loppent en se multipliant, sont indiqués. H 
importe surtout avoir la loi suivant laquelle 
cette probabilité approche sans cesse de la 
certitude quelle finirait par atteindre, si le 
nombre des événemens devenait infini. Pour 
y parvenir , je considérai que les intégrales dé- 
finies de différentielles multipliées par des fac- 
teursélevésà degrandespuissances, donnaient 
par l'intégration, des formules composées d’un 
grand nombre de termes et de facteurs. Cette 
remarque me fit naître l'idée de transformer 
dans de semblables intégrales, les expressions 
compliquées de Panalyse et les intégrales des 
équations aux différences. Je remplis cet objet 
par une méthode qui donne à-la-fois, la 
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Fonction comprise sous le signe intégral, et les 
limites de l'intégration. Elle offre cela de re- 
marquable, savoir, que cette fonction est la 
fonction même génératrice des expressions et 
des équations proposées ; ce qui rattache cette 
méthode, à la théorie des fonctions généra- 
trices, dont elle est le complément. Il ne s’agis- 
sait plus ensuite que de réduire l'intégrale 
définie, en série convergente. C’est ce que 
j'obtins par un procédé qui fait converger la 
série, avec d'autant plus de rapidité, que la 
formulequ’ellereprésente,estpluscompliquée; 
ensorte qu’il est d'autant plus exact, qu’il de- 
vient plus nécessaire. Le plus souvent, la série 
a pour facteur, la racine carrée du rapport 
de la circonférence au diamètre : quelquefois 
elle dépend d’autres transcendantes dont le 
nombre est infini. 

Une remarque importante, qui tient à la 
grande généralité de l'analyse, et qui permet 
d'étendre cette méthode, aux formules et aux 
équations aux différences, que la théorie des 
probabilités présente le plus fréquemment, est 
que les séries auxquelles on parvient, en sup- 
posant réelles et positives, les limites des in- 
tégralcs définies, ont également lieu dans le 
cas où l'équation qui détermine ces limites, 
n’a que des racines négatives ou imaginaires. 
Ces passages du positif au négatif, et du réel 
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à l'imaginaire, dont j'ai fait le premier usage, 
m'ont conduit encore aux valeurs de plusieurs 
intégrales définies singulières , que j'ai trou- 
vées ensuite directement. On peut donc con- 
sidérer ces passages, comme des moyens de 
découvertes, pareils à l'induction et à lana- 
logie employées depuis long-temps par les 
géomètres, d'abord avec un extrême réserve, 
ensuite avec une entière confiance; un grand 
nombre d'exemples en ayant justifié emploi. 
Cependant il est toujours utile de confirmer 
par des démonstrations directes, les résultats 
obtenus par ces divers moyens. 

. Pai nommé calcul des fonctions généra- 
trices , l'ensemble des méthodes précédentes : 
ce calcul sert de fondement à la théorie des 
probabilités, exposée dans cet ouvrage. 


APPLICATIONS DU CALCUL DES PROBA- 
BILITÉS. 


Des Jeux. 


x 

Les combinaisons que les jeux présentent, 
ont été l’objet des premières recherches sur 
les probabilités. Dans infinie variété de ces 
combinaisons plusieurs d’entreellesse prêtent 
avec facilité au calcul : d’autres exigent des 
calculs plus difficiles; et les difficultés crois- 
santa mesurequelescombinaisonsdeviennent 
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plus compliquées, le desir de les surmonter 
et la curiosité ont excité les géomètres à per- 
fectionner de plus en plus, çe genre analyse. 
On a vu précédemment que l’on pouvait faci- 
lement déterminer par la théorie des combi- 
naisons, les bénéfices d’une loterie. Mais il 
est plus difficile de savoir en combien de ti- 
rages on peutparier un contreun,parexemple, 
que tous les numéros seront sortis. n étant le 
nombre des numéros, r celui des numéros 
sortans à chaque tirage, et z le nombre in- 
connu de tirages; l'expression de laprobabililé 
de la sortie de tous les numéros, dépend de 
la différence finie zie de la puissance z du 
produit de 7 nombres consécutifs. Lorsque le 
nombre z est considérable, la recherche de 
la valeur de z, qui rend cette probabilité égale 
à +, devient impossible, à moins qu’on ne 
convertisse cette différence, dans une série 
trèés-convergente. C’est ce que Pon fait heu- 
reusement par la méthode ci-dessus indiquée, 
pour les approximations des fonctions de très- 
grands nombres. On trouve ainsi que la loterie 
étant composée de dix mille numéros dont un 
seul sort à chaque tirage; il y a du désavan- 
tage à parier un contre un, que tous les nu- 
méros sortiront dans 95767 tirages, et de 
Pavantage à faire le même pari pour 95768 
tirages. A la loterie de France, ce pari est 
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désavantageux pour 85 tirages, et avantageux 
pour 86 tirages. 

Considérons encore deux joueurs À et B 
jouant ensemble à croëx et pile, de manière 
qu’à chaque coup, si croix arrive, A donne 
un jeton à B qui lui en donne un, si pi/e ar- 
rive; le nombre des jetons de B est limité : 
celui des jetons de A est illimité ; et la partie 
ne doit finir que lorsque B n’aura plus de je- 
tons. On demande en combien de coups, on 
peut parier un contre un, que la partie sera 
terminée. L'expression de la probabilité que 
la partie sera terminée dans un nombre ż¿ de 
coups, est donnée par une suite qui renferme 
un grand nombre de termes et de facteurs, 
si le nombre des jetons de B est considérable; 
la recherche de la valeur de linconnue z qui 
rend cette suite égale à +, serait donc alors 
impossible, si l’on ne parvenait pas à réduire 
la suite dans une série très-convergente. En 
lui appliquant la méthode dont on vient de 
parler, on trouve une expression fort simple 
de l’inconnue, de laquelle il résulte que si, 
par exemple , B a cent jetons; il y a un peu 
moins d’un contre un à parier que la partie 
sera finie en 25780 coups, et un peu plus d’un 
contre un à parier qu’elle sera finie dans 23781 
coups, 

Ces deux exemples joints à ceux que nous 


1 
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avons déjà donnés, suffisent pour faire voir 
comment les problèmes sur les jeux ont pu 
contribuer à la perfection de l'analyse. 


Des inégalités inconnues quipeuvent exister 
entre les chances que l’onsupposeëgales. 


Les inégalités de ce genre ont sur les résul- 
tats du calcul des probabilités, une influence 
sensible qui mérite une attention particulière. 
Considérons le jeu de croix et pile, et sup- 
posons qu'il soit également facile d’amener 
Yune ou lautre face de la pièce. Alors la pro- 
babililé amencer croix au premier coup esti, 
et celle de Famener deux fois de suite, est +. 
Mais s’il existe dans la pièce, une inégalité qui 
fasse paraître une des faces plutôt que Pautre, 
sans que l’on connaisse quelle est la face fa- 
vorisée par cette inégalité ; la probabilité ďa- 
mener croix au premier coup sera toujours +; 
parce que dans l'ignorance où l’on est de la 
face que cette inégalité favorise, autant la 
probabilité de l'événement simple est augmen- 
téc, si cette inégalité lui est favorable, au- 
tant elle est diminuée, si Pinégalité lui est 
contraire. Mais dans cette ignorance même, 
la probabilité d'amener croix deux fois de 
suite , est augmentée. En effet, cette proba- 
bilité est celle d'amener croix au premier 
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coup , multipliée par la probabilité que l'ayant 
amené au premier coup, on l’aménera au 
second; or son arrivée au premier coup est 
un motif de croire que linégalité de la pièce 
le favorise ; linégalité inconnue augmente 
donc alors la probabilité d'amener croix au 
second coup; elle accroît par conséquent le 
produit des deux probabilités. Pour soumettre 
cet objet au calcul, supposons que cette iné- 
galité augmente d’un vingtième, la probabilité 
de l'événement simple qu’elle favorise. Si cet 
événement est croix, sa probabilité sera £ 
plus - ou 44, et la probabilité de l'amener 
deux fois de suite, sera le carré de + ou 45, 
Si événement favorisé est pz/e, la probabilité 
de croix sera + moins = ou #, et la proba- 
bilité de l’amener deux fois de suite sera 5. 
Comme on n’a d'avance, aucune raison de 
croire que l'inégalité favorise l’un de ces évé- 
nemens plutôt que lautre; il est clair que pour 
avoir la probabilité de l'événement composé 
croix croix, il faut ajouter les deux probabi- 
lités précédentes, et prendre la moitié de leur 
somme; ce qui donne :°, pour cette proba- 
bilité qui surpasse 4 de -5, ou du carré de 
accroissement = que l'inégalité ajoute à la 
possibilité de l'événement qu’elle favorise. La 
probabilité amener pile pile est parcille- 
ment ;maisles probabilités d'amener crot% 
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pile ou pile croix ne sont chacune, que 2%; 
car la somme de ces quatre probabilités, doit 
égaler la certitude ou lunité. On trouve ainsi 
généralement que les causes constantes et in- 
connues qui favorisent les événemens simples 
que l’on juge également possibles , accroissent 
toujours la probabilité de la répétition d’un. 
même événement simple. 

Dans un nombre pair de coups, croix et 
pile doivent arriver tous deux, ou un nombre 
pair ou un nombre impair de fois. La proba- 
bilité de chacun de ces cas est +, si les pos- 
sibilités des deux faces sont égales; mais sil 
existe entre elles, une inégalité inconnue, cette 
inégalité est toujours favorable au premier 
cas. 

Deux joueurs dont on suppose les adresses 
égales, jouent avec les conditions qu’à chaque 
coup, celui qui perd, donne un jeton à son 
adversaire, et que la partie dure, jusqu’à ce 
que l’un des joueurs wait plus de jetons. Le 
calcul des probabilités nous montre que pour 
l'égalité du jeu , les mises des joueurs doivent 
être en raison inverse de leurs jetons. Mais s’il 
existe entre leurs adresses, une petite inéga- 
lité inconnue; elle favorise celui des joueurs 
qui a le plus petit nombre de jetons. Sa pro- 
babilité de gagner la partie augmente, si les 
joueurs conviennent de doubler, de tripler 
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leurs jetons; et elle devient + ou la même que 
la probabilité de l’autre joueur, daus le cas 
où les nombres de leurs jetons deviendraient 
infinis, en conservant toujours le même rap- 
port. 

On peut corriger l'influence de ces inéga- 
litésinconnues, en les soumettant elles-mêmes 
aux chances du hasard. Ainsi au jeu de croix 
et pile , si Yon a une seconde pièce que lon 
projette chaque fois avec la première; et que 
Vonconviennedenommerconstammentcroix, 
la face amenée par cette seconde pièce ; la pro- 
babilité d'amener croix deux fois de suite, 
avec la premiére pièce, approchera beaucoup 
plus dun quart, que dans le cas d’une seule 
pièce. Dans ce dernier cas, la différence est 
le carré du petit accroissement de possibilité 
que Pinégalité inconnue donne à la face de la 
première pièce, qu’elle favorise : dans Pautre 
cas, cette différence est le quadruple produit 
de ce carré, par le carré correspondant relatif 
à la seconde pièce. 

Que lon jette dans une urne, cent numéros 
depuis un jusqu'à cent, dans l’ordre de la nu- 
mération, et qu'après avoir agité Purne, pour 
mêler ces numéros, on en tire un; il est clair 
que si le mélange a été bien fait, les proba- 
bilités de sortie des numéros, sont les mêmes. 
Mais si l’on craint qu’il n’y ait entre elles, de 
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petites différences dépendantes de Pordre sui- 
vant lequel les numéros ont été jetés dans 
Purne ; on diminucra considérablement ces 
différences, en jetant dans une seconde urne, 
ces numéros suivant leur ordre de sortie de la’ 
premicre urne, et en agitant ensuite cette se- 
conde urne, pour mêler ces numéros. Une 
troisième urne, une quatrième, etc., diminue- 
raient de plus en plus ces différences déjà’ 
insensibles dans la seconde urne. 


De la probabilité des témoignages. 


La plupart de nos jugemens étant fondés 
sur la probabilité .des témoignages, il est bien 
important de la soumettre au calcul. La chose, 
il est vrai, devient souvent impossible, par la 
difficulté d'apprécier la véracité des témoins, 
ct par le grand nombre de circonstances dont 
les faits qu'ils attestent, sont accompagnés. 
Mais on peut dans plusieurs cas, résoudre des 
problèmes qui ont beaucoup d’analogie avec 
les questions que l’on se propose, et dont les 
solutions peuvent être regardées comme des 
approximations propres à nous guider, et 
à nous garantir des erreurs ct des dangers 
auxquels de mauvais raisonnemens nous ex- 
posent. Une approximation de ce genre, lors- 
qu’elle est bien dirigée, est toujours préiérable 
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aux raisonnemens les plus spécieux. Essayons 
donc de donner quelques régles générales pour 
y parveuir. 

On a extrait un seul numéro , d'une urne 
qui en renferme mille. Un témoin de ce tirage, 
annonce que le n° 79 est sorti; on demande 
la probabiiité de cette sorlie. Supposons que 
l'expérience ait fait connaitre que ce témoin 
trompe une fois sur dix, ensorle que la pro- 
babilité de son témoignage soil. Ici, lévéne- 
ment observé est le témoin attestant que le 

° 79 est sorti. Cet événement peut résulter 
des deux hypothèses suivantes, savoir, que le 
témoin énonce la vérité, ou qu’il trompe. Sui- 
vant le principe que nous avons exposé sur 
la probabilité des causes, tirée des événemens 
observés, il faut d’abord déterminer à priori, 
la probabilité de événement dans chaque hy- 
pothèse. Dans la première, la probabilité que 
le témoin annoncera le n° 79, est la probabilité 
même de la sortie de ce numéro, c’est-à-dire 
ss. I faut la multiplier par la probabilité 2 
de la véracité du témoin; on aura donc — ess 
pour la probabilité de l'événement observé, 
dans cette hypothèse. Si le témoin trompe, le 
n° 79 n’est pas sorti; et la probabilité de ce 
cas est 22%. Mais pour annoncer la sortie de 
ce numéro, le témoin doit le choisir parmi 
les 999 numéros non sortis; ct comme il est 
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supposé n'avoir aucun motif de préférence 
pour les uns plutôt que pour les autres, la 
probabilité qu'il choisira le n° 79 est 355; en 
multipliant donc cette probabilité, par la pré- 
cédente, on aura s&s pour la probabilité que 
le témoin annoncera le n° 79, dans la seconde 
hypothèse. Il faut encore multiplier cette pro- 
babilité, par la probabilité Fe de l'hypothèse 
elle-même; ce qui dome ysirs pour la pro- 
babililé de l'événement, relative à cette hypo- 
thèse. Présentement, si l’on forme une fraction 
dont le numcrateur soit la probabilité relative 
à la première hypothèse, et dont le dénomi- 
nateur soit la somme des probabilités rela- 
tives aux deux hypothèses; on aura par le 
sixième principe, la probabilité de la pre- 
mière hypothèse, et cette probabilité sera Z, 
c'est-à-dire la véracité même du témoin. C’est 
aussi la probabilité de la sorlie du n° 70. La 
probabilité du mensonge du témoin et de la 


Si le témoin voulant tromper, avait quel- 
qu'intcrêt à choisir Le n° 79 parmi les numéros 
non-sortis ‘sil jugeait, par exemple, qu'ayant 
placé sur ce numéro une mise considérable, 
Pannonce de sa sortie augmentera son crédit; 
la probabilité qu'il choisira ce numéro, ne 
sera plus, ue auparavant, zyz; elle pourra 
être alors +, +, etc., suivant l'intérêt qu'il aura 
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d'annoncer sa sorlie. En la supposant +, il 
faudra multiplier par cette fraction, la pro- 
babililé 2%, pour avoir dans l'hypothèse du 
mensonge, la probabilité de l'événement ob- 
servé, qu 'il faut encore multiplier par ; ce 
qui Hu sas pour la probabilité de lévé- 
nement dans la seconde hypothèse. Alors la 
probabilité de la premiére hypothèse, ou de 
la sortie du n° 79, se réduit par la règle précé- 


dente, à +=. Elle est donc très-affaiblie par la . 


considération de l'intérêt que le témoin peut 
avoir à annoncer la sortie du n° 79. Le bon 
sens nous dicte que cet intérêt doit inspirer 
de la défiance. Mais le calcul en apprécie Pin- 
fluence avec exactitude. 

La probabilité à priorz du numéro énoncé 
par le témoin , estl’unité divisée par le nombre 
des numéros de Purne : elle se transforme en 
vertu du témoignage, dans la véracité même 
du témoin; elle peut donc être affaiblie par ce 
témoignage. Si , par exemple, Purne ne ren- 
ferme que deux numéros, ce qui donne + 
pour la probabilité & priori de la sortie du 
n° 1 ; et si la véracité d’un témoin qui l'annonce 
est£; cette sortie en devientmoins probable. 
En effet, il est visible que le témoin ayant 
alors plus de pente vers ie mensonge que vers 
la vérité; son témoignage doit diminuer la 
probabilité du fait attesté, toutes les fois que 
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cette probabilité égale ou surpasse 4. Mais s’il 
y a trois numéros dans Purne, la probabilité 
a priori de la sortie du n° 1, est accrue par 
Yaffirmation d’un témoin dont la véracité sur- 
passe +. 

Supposons maintenant que lurne renferme 
999 boules noires et une boule blanche, et 
qu'une boule en ayant été extraite, un té- 
moin du tirage annonce que cette boule est 
blanche. La probabilité de Pévénement ob- 
servé, déterminée à priori, dans la première 
hypothèse, sera ici, + sis dans la question 
précédente, égale à à 75055. Mais dans hypo- 
thèse où le témoin trompe, la boule blanche 
n’est pas sortie, et la probabilité de ce cas 
est Fo0- I faut la multiplier par la probabi- 
lité = du mensonge, ce qui donne -2225 pour 
la probabilité de Vent ect observe, relative 
à la seconde hypothèse. Cette probabilité mé- 
tait que ssy dans la question précédente : 
cette grande différence tient à ce qu'une boule 
noire étant sortie, lelémoin voulant tromper, 
wa point de choix à faire parmi les 999 boules 
non sorties, pour annoncer la sortie d’une 
boule blanche. Maintenant, si l’on forme deux 
fractions dont les numérateurs soient les pro- 
babilités relatives à chaque hypothèse, et dont 
le dénominateur commun soit la somme de ces 
probabilités; on aura -2; pour la probabilité 
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de la première hypothise, et de la sortie d’une 
boule blanche, et 22% pour la probabilité de 
la seconde hypothèse, et de la sortie d’une 
boule noire. Cette derniére probabilile est fort 
approchante de la certitude : elle en appro- 
cherait beaucoup plus encore, et deviendrait 
227%, Si Purne renfermait un million de 
boules dont une seule serait blanche ; la sortie 
d’une boule blanche devenant alors beaucoup 
plus extraordinaire. On voit ainsi comment la 
probabilité du mensonge croit à mesure que 
le fait devient plus extraordinaire. 

Nous avons supposé jusqu'ici que le témoin 
ne se trompait point; mais si l’on admet en- 
core la chance de son erreur, le fait extraor- 
dinaire devient plus invraisemblable, Alors 
au lieu de deux hypothèses, on aura les quatre 
suivantes, savoir, celle du témoin ne trom- 
pant point et ne se trompant point; celle du 
témoin ne trompant point, et se trompant ; 
hypothèse du témoin trompant et ne se trom- 
pant point; enfin celle du témoin trompant et 

se trompant. En déterminant & priori dans 
chacune de ces hypothèses, la probabilité de 
l'événement observé; on trouve par le sixième 
principe, la probabilité que le fait attesté est 
faux, égale à une fraction dont le numérateur 
est le nombre des boules noires de l’urne, 
multiplié par la somme des probabilités que 
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le témoin ne trompe point et se trompe, ou 
qu'il trompe ct ne se trompe point, et dont 
le dénominateur est ce numérateur augmenté 
de la somme des probabililés que le témoin ne 
trompe point et ne se trompe point, ou qu'il 
trompe et se trompe à-la-fois. On voit par ia, 
que si le nonbre des boules noires de Purne 
est très-grand, ce qui rend extraordinaire, la 
sortie de la boule blanche; la probabilité que 
le fait attesté west pas, approche extrême- 
ment de la certitude. 

En étendant cette conséquence, à tous les 
faits extraordinaires ; il en résulte que la pro- 
babilité de l'erreur ou du mensonge du té- 
moin, devient d'autant plus grande, que le fait 
attesté est plus extraordinaire. Quelques au- 
teurs ont avancé le contraire, en se fondant 
sur ce que la vue d’un fait extraordinaire étant 
parfaitement semblable à celle d’un fait ordi- 
naire, les mêmes motifs doivent nous porter 
à croire également le témoin, soit qu’il affirme 
Pun ou qu'il affirme Pautre de ces faits. Le 
simple bon sens repousse une aussi étrange 
assertion : mais le calcul des probabilités, en 
confirmant l'indication du sens commun, ap- 
précie de plus, Pinvraisemblance des témoi- 
gnages sur les faits extraordinaires. 

On insiste, et Pon suppose deux as 
également dignes de foi, dont le premicr 
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atteste qu’il a vu mort, il y a quinze jours, un 
individu que le second témoin affirme avoir 
vu hier, plein de vie. Dun ou Fautre de ces 
faits n’offre rien invraisemblable. La résur- 
rection de l'individu est une conséquence de 
leur ensemble ;maisles témoignages neportant 
point directement sur elle, ce qu’elle a Pex- 
traordinaire ne doit point affaiblir la croyance 
qui leur est due. ( Encyclopédie, art. certi- 
žude ). 

Cependant, si la conséquence qui résulte 
de l’ensemble des témoignages était impos- 
sible, Pun d'eux serait nécessairement faux; 
or une conséquence impossible est la limite 
des conséquences extraordinaires , comme 
Verreur est la limite des invraisemblances ; la 
valeur des témoignages, qui devient nulle dans 
le cas d’une conséquence impossible , doit 
donc être très-affaiblie dans celui d’une con- 
séquence extraordinaire. C’est en cffet, ce que 
le calcul des probabilités confirme. 

Pour le faire voir, considérons deux urnes 
A et B dont la première contient un millio» 
de boules blanches, ct la seconde, un million 
de boules noires. On tire de Pune de ces urnes, 
une boule que l’on remet dans Pautre urne 
dont on extrait ensuite une boule. Deux té- 
moins, Pun du premier tirage, et Pautre du 
second, attestent que la boule qu’ils ont vu 
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extraire, cst blanche. Chaque témoignage pris 
isolément, n’a rien dinvraisemblable; etil est 
facile de voir que la probabilité du fait attesté, 
est la véracité même du témoin. Mais il suit 
de ensemble des témoignages, qu'une boule 
blanche a été extraite de Purne A au premier 
tirage, et qu'ensuite , mise dans Purne B, elle 
a reparu au second tirage; ce qui est fort 
extraordinaire ; car cette urne renfermant 
alors une boule blanche sur un million de 
boules noires, la probabilité d'en extraire la 
boule blanche est —!-—. Pour déterminer 
Paffaiblissement qui en résulte dans la proba- 
bilité de la chose énoncée par les deux témoins; 
nous remarquerons que l'événement observé 
est ici l’aflirmation par chacun d’eux, que la 
boule qu'il a vu extraire, est blanche. Re- 
présentons par 4 la probabilité qu’il énonce 
la vérité, ce qui peut avoir lieu dans le cas 
présent, lorsque le témoin ne trompe point 
et ne se trompe point, et lorsqu'il trompe et 
se trompe à-la-fois. On peut former les quatre 
hypothèses suivantes. 

1°. Le premier et le secoud témoin disent la 
vérité. Alors, une boule blanche a d’abord 
été extraite de Purne A, et la probabilité de 
cet événement est +, puisque la boule extraite 
au premier tirage a pu sortir également de 
lune ou Pautre urne. Ensuite, la boule 
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extraite mise dans lurne B a reparu au second 
tirage : la probabilité de cet événement est 
55536553 la probabilité du fait énoncé est donc 
352 En la ns at par le produit des 
probabilités <% S et -2 Les les témoins disent 
la vérité; on aura 155000700 pour la probabi- 
lité de l'événement observé , dans cetle pre- 
mière hypothèse. 

2°. Le premier témoin dit la vérité, et le 
second ne la dit point, soit qu'il trompe et ne 
se trompe point, soit qu'il ne trompe point 
et se trompe. Alors une boule blanche est 
sortie de Purne À au premier tirage, et la 
probabilité de cet événement est + Ensuite 
cette boule ayant été mise dans Purne B, une 
boule noire en a été extraite : la probabilité 
de cette extraction est 122°%*°; on a donc 
L s pour la probabilité de l'événement com- 
posé. En la rg a par le produit des deux 
probabilités <5 et - que le premier témoin 
dit la vérité, et que le second ne la dit point; 
on aura 2% pour la probabilité de Pévé- 


39900080 


nement observé, dans la seconde hypothèse. 
3°. Le premicr témoin ne dit pas la vérité, 
et le second l’énonce. Alors une boule noire 
est sortie de Purne B au premier tirage, et 
après avoir été mise dans l’urne A, une boule 
blanche a été extraite de cette urne. La pro- 
babilité du premier de ces éyvénemens est +, 
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et celle du second est +422222; la probabilité 


1 9 000013 
de l'événement composé est donc 1555922. En 
la multipla par le produit des probabilités 

5 et, que le premier témoin ne dit pas la 
vérité, et que le second énonce; on aura 
2900000 pour la probabilité de Pévénement 
observé, relative à cette hypothèse. 

4°. Enfin, aucun des témoins ne dit la vé- 
rité. Alors une boule noire a été extraite de 
Purne B au premier tirage ; ensuite ayant été 
mise dans Purne A, elle a reparu au second 
tirage : la probabilité de cet événement com- 
posé est 2 En la multipliant par le pro- 
duit des probabilités - et ṣ5 que ghani 
temoin ne dit pas la vérité; on aura 5335755 
pour la probabilité de Pévénement observé, 
dans cette hypothèse. 

Maintenant, pour avoir la probabilité de la 
chose énoncée par les deux témoins, savoir, 
qu’une boule blanche a été extraite à chacun 
des tirages ; il faut diviser la probabilité cor- 
respondante à la première hypothèse, par la 
somme des probabilités relatives aux quatre 
hypothèses; ct alors ona pour cette probabi- 
lité HT: fraction extrêmement petite. 

Si les deux témoins affirmaient, le premier, 
qu'une boule blanche a été extraite de Pune 
des deux urnes A et B; le second, qu'une 
boule blanche a été pareillement extraite de 
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Pune des deux urnes A’ et B’, en tout sem- 
blables aux premières; la probabilité de la 
chose énoncée par les deux témoins serait le 
produit des probabilités de leurs témoignages 
ou +, c’est à-dire, cent quatre-vingt mille 
fois au moins, plus grande que la précédente. 
On voit par là, combien dans le premier cas, 
la réapparition au second tirage, de la boule 
blanche extraite au premier, conséquence 
extraordinaire des deux témoignages, en affi- 
blit la valeur. 

Nous r’ajouterions point foi au témoignage 
d’un homme qui nous attesterait qu’en pro- 
jetant cent dés en Pair, ils sont tous retombés 
sur la même face. Si nous avions été nous- 
mêmes spectateurs de cet événement, nous 
n’en croirions nos propres yeux, qu'après en 
avoir scrupuleusement examiné toutes les cir- 
constances, pour être bien sûrs qu’il wy a 
point eu de prestige. Mais après cet examen, 
nous ne balancerions point à Padmettre, 
malgré son extrême invraisemblance; et per- 
sonne ne serait tenté pour lexpliquer, de 
recourir à une illusion produite par un ren- 
versement des lois de la vision. Nous devons 
en conclure que la probabilité de la constance 
des lois de la nature, cst pour nous, supérieure 
à celle que Pévénement dont il s’agit, ne doit 
point avoir lieu; probabilité supérieure elle- 
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même à celle de la plupart des faits histo- 
riques que nous regardons comme incontes- 
tables. On peut juger par là, du poids immense 
detémoignages nécessaires pour admettre une 
suspension des lois naturelles; et combien il 
serait abusif d'appliquer à ce cas, les règles 
ordinaires de la critique. Tous ceux qui sans 
offrir cette immensité detémoignages,étayent 
ce qu'ils avancent, de récits d’'événemens con- 
traires à ces lois, aflaiblissent plutôt qu'ils 
augmentent la croyance qu’ils cherchent à 
jospirer; car alors ces récits rendent très-pro- 
bable , l'erreur ou le mensonge de leurs au- 
teurs. Mais ce qui diminue la croyance des 
hommes éclairés, accroiït souvent celle du 
vulgaire ; ct nous en avons donné précédem- 
ment la raison. 

1! y a des choses tellement extraordinaires, 
que rien ne peut en balancer linvraisem- 
blance. Mais celle-ci, par Peffet d’une opinion 
dominante, peut étre aflaiblie au point de 
paraitre inférieure à la probabilité des témoi- 
gnages; et quand cette opinion vient à chan- 
ger, un récit absurde admis unanimement 
dans lesiécle qui lui a donné naissance, n'offre 
aux siècles suivans , qu'une nouvelle preuve 
de l'extrême influence de l'opinion générale, 
surles meilleurs esprits. Deux grands homines 
du siècle de Louis XIV, Racine et Pascal, en 
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sont des exemples frappans. Il est affligeant 
de voir avec quelle complaisance, Racine, 
ce peintre admirable du cœur humain, et le 
poëte le plus parfait qui fut jamais, rapporte 
comme miraculeuse, la guérison de la jeune 
Perrier, nièce de Pascal, et pensionnaire à 
l'abbaye de Port-Royal :il est pénible de lire 
les raisonnemens par lesquels Pascal cherche 
à prouver que ce miracle devenait nécessaire 
à la religion, pour justifier la doctrine des 
religieuses de cette abbaye, alors persécutées 
par les Jésuites. La jeune Perrier etait depuis 
trois ans et demi, affligée d’une fistule lacry- 
male : elle toucha de son œil malade, une 
relique que l’on prétendait être une des épines 
de la couronne du Sauveur, et elle se crut à 
Yinstant, guérie. Quelques jours après, les 
médecins ct les chirurgiens constaièrent la 
guérison , et ils jugèrent que la nature et les 
remèdes n’y avaient eu aucune part. Cet évé- 
nement arrivé en 1656, ayant fait un grand 
bruit, «tout Paris se porta, dit Racine, à 
» Port-Royal. La foule croissait de jour en 
» jour, et Dieu même semblait prendre plaisir 
» à autoriser la dévotion des peuples, par la 
» quantité de miracles qui se firent en cette 
» église. » A cette époque, les miracles et 
les sortiléges ne paraissaient pas encore inr- 
vraisemblables, et Pon n’hésitait point à leur 
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attribuer les singularités de la nature, que 
Yon ne pouvait autrement expliquer. 

Celte manicre d'envisager les effets extra- 
ordinaires se retrouve dans les ouvrages les 
plus remarquables du siècle de Louis XIV, 
dans Essai même sur l'entendement humain, 
du sage Locke qui dit en parlant des degrés 
d’assentiment : « quoique la commune expé- 
» rience et le cours ordinaire des choses aient 
» avec raison, une grande influence sur Pes- 
» prit des hommes, pour les porter à donner 
» ou à refuser leur consentement à une chose 
» qui leur est proposée à croire; il y a pour- 
» tant un cas où ce qu'il y a d’étrange dans 
d un fait, n'affaiblit point Fassentiment que 
» nous devons donner.au témoignage sincère 
» sur lequel il est fondé. Lorsque des événe- 
» mens surnaturels sont conformes aux fins 
» que se propose celui qui a le pouvoir de 
» changer le cours de la nature, ils peuvent 
» être d'autant plus propres à trouver créance 
» dans nos esprils, qu'ils sont plus au-dessus 
» desobservations ordinaires, oumême qu’ils 
» y sont plus opposés.» Les vrais principes 
de la probabilité des témoignages, ayant été 
ainsi méconnus des philosophes auxquels la 
raison est principalement redevable de ses 
progrés; j'ai cru devoir exposer avec étendue, 
les résultats du calcul sur cetimportant objet. 
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Ici se présente naturellement la discussion 
d’un argument fameux de Pascal, que Craig, 
mathématicien anglais, a reproduit sous une 
forme géométrique. Des témoins attestent 
qu’ils tiennent de la Divinité même, qu’en se 
conformant à telle chose, on jouira, non pas 
d’une, ou de deux, mais d’une infinité de vies 
heureuses. Quelque faible que soit la proba- 
bilité des témoignages, pourvu qu’elle ne soit 
pas infiniment petite, il est clair que Payan- 
tage de ceux qui se conforment à la chose 
prescrite, est infini; puisqu'il est le produit 
de cette probabilité, par un bien infini; on 
ne doit donc point balancer à se procurer cet 
avantage. 

Cetargument est fondé sur le nombre mfini 
de vies heureuses promises au nom de la 
Divinité, par les témoins; il faudrait donc faire 
ce qu'ils prescrivent, précisément parce qu'ils 
exagérent leurs promesses au-delà de toutes 
limites, conséquence qui répugne au bon sens. 
Aussi le calcul nous fait-il voir que celte exa- 
gération même affaiblit la probabilité de leur 
témoignage, au point de la rendre infiniment 
petite, ou nulle. En effet, ce cas revient à 
celui d’un témoin qui annoncerait la sortie du 
numéro le plus élevé, d'une urne remplie 
d’un grand nombre de numéros dont un seul 
a été extrait, et qui aurait uu grand intérêt 
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à annoncer la sortie de ce numéro. On a vu 
précédemment combien cet intérêt affaiblit 
son témoignage. En n’évaluant qu’à + la pro- 
babilité que si le témoin trompe, il choisira 
le plus grand numéro; le calcul donne la pro- 
babilié de son annonce, égale à une fraction 
dont le numérateur est le double de la pro- 
babilité de son témoignage, considérée & 
priori ou indépendamment de l'annonce, ct 
dont le dénominateur est le produit du nombre 
des numéros de lurne , par Punité diminuée 
de cette dernière probabilité. Pour assimiler 
ce cas, à celui de argument de Pascal; il 
suffit de représenter par les numéros de Purne, 
tous les nombres possibles de vies heureuses, 
ce qui rend le nombre de ces numéros, infini; 
et d'observer que si les témoins trompent, 
ils ont le plus grand intérêt pour accréditer 
leur mensonge, à promettre une éternité de 
bonheur. L'expression précédente de la pro- 
babilité de leur témoignage, devient alors in- 
finiment petite. En la multipliant parle nombre 
infini de vies heureuses promises , l'infini dis- 
paraît du produit qui exprime Pavantage ré- 
sultant de cette promesse; ce qui détruit 
Pargument de Pascal. 

Considérons présentement la probabilité de 
leusemble de plusicurs témoignages sur un 
fait déterminé. Pour fixer les idées, supposons 
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que ce fait soit la sortie d’un numéro d’une 
urne qui en renferme cent, et dont on a ex- 
trait un seul numéro. Deux témoins de ce 
tirage, annoncent que le n° 1 est sorti; et l’on 
demande la probabilité résultante de Pen- 
semble de ces témoignages. On peut former 
ces deux hypothèses : lcs témoins disent la 
vérité; les témoins trompent. Dans la pre- 
mire hypothèse, le n° r est sorti, et la pro- 
babilité de cet événement est =. Il faut la 
multiplier par le produit des véracités des 
témoins, véracilés que nous SUpposerons être 
= et;,; on aura donc pour la probabilité 
de l'événement observé , dans cette hypothése. 
Dans la seconde, le n° 1 n’est pas sorti, et 
la probabilité de cet événement est °. Mais 
l'accord des témoins exige alors qu’en cher- 
chant à tromper, ils choisissent tous deux le 
numéro 1, sur les g9 numéros non sortis; la 
probabilité de ce choix est le produit de la 
fraction :, par elle-même; il faut ensuite mul- 
tiplier ces deux probabilités ensemble, et par 
le produit des probabilités + et À s que les té- 
moins trompent; on aura ainsi +=; pour la 
probabilité de l'événement observé, dans la 
seconde hypothèse. Maintenant on aura la 
probabilité du fait attesté ou de la sortie du 
n°1, en divisant la probabilité relative à la pre- 
mière hypothèse, par lasomme desprobabilités 
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relatives aux deux hypothèses: cette proba- 


bilité sera donc; A 2, el la probabilité de la non 
sortie de ce numéro et du mensonge des té- 
moins sera =. 

Si Purne ne renfermait que les numér os 1 
et 2; on trouverait de la même manière, 4H 
pour la probabilité de la sortie du n° 1 , et par 
conséquent Æ pour la probabilité du men- 
songe des témoins, probabilité quatre-vingt- 
quatorze fois au moins, plus grande que la 
précédente. On voit par là, combien la pro- 
babilité du mensonge des témoins diminue 
quand le fait qu’ils attestent est moins probable 
en lui-même. En effet, on conçoit qu’alors 
Paccord des témoins, lorsqu'ils trompent, de- 
vient plus difficile, à moins qu'ils ne s’en- 
tendent, ce que nous supposons ici ne pas 
avoir licu. 

Dans le cas précédent où Purne ne renfer- 
mant que deux numéros, la probabilité à 
priori du fait attesté est +; la probabilité ré- 
sultante des témoignages , est le produit des 
véracilés des témoins, divisé par ce produit 

ajouté à celui des probabilités respectives de 
leur mensonge. i 

Į! nous reste à considérer l’influence du 
temps, sur la probabilité des faits transmis par 
une chaîne traditionnelle de témoins. Il est 
clair que cette probabilité doit diminuer à 

6.: 
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mesure que la chaîne se prolonge. Si le fait 
n’a aucune probabilité par lui-même ; celle 
qu'il acquiert par les témoignages, décroit 
suivant le produit continu de la véracité des 
témoins. Si le fait a par lui-même, une pro- 
babilité; si, par exemple, ce fait cst la sortie 
du n°1 d’une urne qui en renferme un nombre 
fini, et dont il est certain qu’on a extrait un 
seul numéro; ce que la chaine traditionnelle 
ajoute à cette probabilité, décroît suivant un : 
produit continu, dont le premier facteur est 
le rapport du nombre des numéros de Purne 
moins un, à ce même nombre; et dont chaque 
autre facteur est la véracité de chaque témoin, 
diminuée du rapport de la probabilité de son 
mensonge, au nombre des numéros de Purne 
moins un; ensorte que la limite de la proba- 
bilité du fait, est celle de ce fait considéré 4 
priori ou indépendamment des témoignages, 
probabilité égale à l'unité divisée par le nombre 
des numéros de Purne. 

L'action du temps affaiblit donc sans cesse, 
la probabilité des faits historiques, comme elie 
altère les monumens les plus durables. On 
peut, à la vérité, la ralentir, en multipliant 
et conservant les témoignages et les monu- 
mens qui les étayent. L'imprimerie offre pour 
cet objet, un grand moyen malheureusement 
inconnu des anciens. Malgré les avantages 
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infinis qu’elle présente; les révolutions phy- 
siques et morales dont la surface de ce globe 
sera loujours agitée, finiront, en se joignant 
à elfet nr Bble dt temps, par rendre dou- 
teux après des milliers d'années, les faits his- 
toriques aujourd’hui les plus certains. 

Craig a essayé de soumettre au calcul, Paf- 
faiblissement graduel des preuves de la reli- 
gion chrétienne : en supposant que le monde 
doit finir à l'époque où elle cessera d’être pro- 
bable, il trouve que cela doitarriver, 1454 ans 
après Je moment où il écrit. Mais son analyse 
est aussi fautive, que son hypothèse sur ia 
durée du monde est bizarre. 

Les jugemens des tribunaux peuvent être 
assimilés aux témoignages, en considérant 
chaque juge , comme un témoin qui atteste 
la vérité de son opinion. Supposons le tribunal 
composé de trois juges. Si le jugement qu'ils 
prononcent , est rendu à lunanimité, et si 
chacun d’eux mérite la même confiance ; la 
probabilité de ce jugement sera la troisième 
puissance de la véridicité des juges, divisée 
par cette puissance ajoutée à la troisième 
puissance de leur faillibilité. Si le jugement 
west rendu qu’à la pluralité; sa probabilité 
sera cette véridicité elle-même, que l’on peut 
déterminer par l'expérience, en observantsur 
un trés-grand nombre de jugemens, combien 
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ont été rendus à Punanimité. Si, par exemple, 
le rapport du second au premier de ces nom- 
bres, est celui de 7 à 16; on trouve par une 
analyse dont nous exposerons ci-après les 
principes , que la véridicité de chaque juge est 
3, et que la probabilité d'un nouveau jugement 
rendu à lunanimité est 27. 

L'analyse confirme encore, ce que dicte le 
simple bon sens, savoir, que la bonté des 
jugemens est d'autant plus probable, que les 
juges sont plus nombreux et plus éclairés ; 
il importe donc que les tribunaux d'appel 
remplissent ces deux conditions. Les tribu- 
naux de première instance, plus rapprochés 
des justiciables, leur offrent l'avantage d’un 
premier jugement déjà probable, et dont sou- 
vent ils se contentent, soit en transigeant, 
soit en se désistant de leurs prétentions. Mais 
si Pimportance ct Pincertitude de Pobjet en 
litise, déterminent un plaideur à recourir au 
tribunal d'appel; il doit trouver dans une plus 
grande probabilité d'obtenir un jugement équi- 
table, plus de sûreté pour sa fortune, et la 
compensation des embarras et desfrais qu'une 
nouvelle procédure entraine. C’est ce qui wa- 
vait point lieu dans Pinstitution de Pappel 
réciproque des tribunaux de département, 
institution par là très-préjudiciable aux inté- 
rêts des citoyens. 
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Des choix et des décisions des assemblées. 


La probabilité des décisions d’une assem- 
blée dépend de la pluralité des voix, des 
lumières ct de l'impartialité des membres qui 
la composent. Tant de passions et d'intérêts 
particuliers y mêlent si souvent leur influence, 
qu'il est impossible de soumettre au calcul, 
cette probabilité. I y a cependant quelques 
résultats généraux dictés par le simple bon 
sens, etque le calcul confirme. Si, par exemple, 
l'assemblée est très-peu éclairée sur l’objet 
soumis à sa décision; si cet objet exige des 
considérations délicates, ou si la vérité sur 
ce point est contraire à des préjugés reçus, 
ensorte qu'il y ait plus d’un contre un à pa- 
rier que chaque votant s’en écartcra; alors 
la décision de la majorité sera probablement 
mauvaise, et la crainte à cet égard sera au- 
tant plus juste, que l'assemblée sera plus nom- 
breuse. Il importe donc à la chose publique, 
que les assemblées n’aient à prononcer que 
sur les objets à la portée du plus grand nombre: 
il lui importe que l'instruction soit générale- 
ment répandue, et que de bons ouvrages 
fondés sur la raison et l'expérience, éclairent 
ceux qui sont appelés à décider du sort de 
leurs semblables ou à les gouverner, et les 
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prémunissent davance contre les faux aperçus 
et les préventions de l'ignorance. Les savans 
ont de fréquentes occasions de remarquer 
que les premiers aperçus trompeut souvent, 
ct quele vrai n’estpastoujours vraisemblable. 

Il est difficile de connaître et même de 
définir le vœu d’une assemblée, au milieu de 
la variété des opinions de ses membres. Es- 
sayons de donner sur cela, quelques règles, 
en considérant les deux cas les plus ordi- 
naires , l'élection entre plusieurs candidats, 
et celle entre plusieurs propositions relatives 
au même objet. 

Lorsqu'une assemblée doit choisir entre 
plusieurs candidats qui se présentent pour 
une ou plusieurs places du même genre; ce 
qui paraît le plus simple est de faire écrire à 
chaque votant sur un billet, les noms de tous 
les candidats, suivant l’ordre du mérite qu’il 
leur attribue. En supposant qu’il les classe de 
bonne foi, l’inspection de ces billets fera con- 
naître les résultats des élections, de quelque 
manière que les candidats soient comparés 
entre eux; ensorte que de nouvelles élections 
ne peuvent apprendre rien de plus à cet égard. 
{l s’agit présentement en conclure Pordre 
de préférence, que les billets établissent entre 
les candidats. Imaginons que l’on donne à 
chaque électeur, une urne qui contienne une 
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infinité de boules au moyen desquelles il puisse 
nuancer tous les degrés de mérite des candi- 
dats : concevons encore qu’il tire de son urne, 
un nombre de boules proportionnel au mérite 
de chaque candidat, et supposons ce nombre 
écrit sur un billet, à côté du nom du can- 
didat. I| est clair qu’en faisant une somme 
de tous les nombres relatifs à chaque candi- 
dat, sur chaque billet, celui de tous les can- 
didats qui aura la plus grande somme, sera le 
candidat que l'assemblée préfère; et qu’en gé- 
néral, Pordre de préférence des candidats, 
sera celui des sommes relatives à chacun 
d'eux. Mais les billets ne marquent point le 
nombre des boules que chaque électeur donne 
aux candidats : ils indiquent seulement que 
le premier en a plus que le second, le second 
plus que le troisième , et ainsi de suite. En 
supposant donc au premier, sur un billet 
donné, un nombre quelconque de boules ; 
toutes les combinaisons des nombres infé- 
rieurs, qui remplissent les conditions précé- 
dentes, sont également admissibles; et lon 
aura le nombre de boules, relatif à chaque 
candidat, en faisant une somme de tous les 
nombres que chaque combinaison lui donne, 
et en la divisant par le nombre entier des 
combinaisons. Si ces nombres sont très-con- 
sidérables, comme on doit le supposer pour 
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qu'ils puissent exprimer toules les nuances 
du mérite; une analyse fort simple fait voir 
que les nombres qu’il faut écrire sur chaque 
billet à côté du dernier nom ,.de lavant-der- 
nicr, etc., peuvent être représentés par la 
progression arithmétique 1, 2, 5, etc. En 
écrivant donc ainsi sur chaque billet, les 
termes de cette progression, et ajoutant les 
termes relatifs à chaque candidat sur ces bil- 
lets; les diverses sommes indiqueront par 
leur grandeur, l’ordre de préférence qui doit 
être établi entre les candidats. Tel est le mode 
d'élection, qu'indique la Théorie des Proba- 
bilités. Sans doute, il serait le meilleur ; si 
chaque électeur inscrivait sur son billet, les 
noms des candidats, dans Pordre du mérite 
qu’il leur attribue. Mais les intérêts particu- 
liers et beaucoup de considérations étrangères 
au mérite, doivent troubler cet ordre, et faire 
placer quelquefois au dernier rang, le candi- 
dat le plus redoutable à celui que Pon préfère; 
ce qui donne trop d'avantage aux candidats 
d'unmédiocremérite.Aussilexpérience a-t-elle 
fait abandonner ce mode élection, dans les 
établissemens qui l'avaient adopté. 

L'élection à la majorité ahsolue des suffrages 
réunit à la certitude de n’admettre aucun des 
candidats que cette majoritérejetterait, ’avan- 
tage exprimer le plus souvent, le vœu de 
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l'assemblée. Elle coïncide toujours avec le 
mode précédent, lorsqu'il wy a que deux can- 
didats. A la vérité, elle expose à linconvc- 
nient de rendre les élections interminables. 
Mais l’expérience a fait voir que cet inconvé- 
nient est nul, et que le desir général demettre 
fin aux élections, réunit bientôt la majorité 
des suffrages sur un des candidats. 

Le choix entre plusieurs propositions re- 
latives au même objet, semble devoir être 
assujéti aux mêmes règles , que l'élection entre 
plusieurs candidats. Mais il existe entre ces 
deux cas, cette différence, savoir, que le 
mérite d’un candidat n'exclut point celui de 
ses concurrens; au lieu que si les proposi- 
tions entre lesquelles il faut choisir, sont 
contraires , la vérité de l’une exclut la vérité 
des autres. Voici comme on doit alors en- 
visager la question. 

Donnons à chaque votant, une urne qui 
renferme un nombre infini de boules; et sup- 
posons qu’il les distribue sur les diverses pro- 
positions, en raison des probabilités respec- 
tives qu'il leur attribue. Il est clair que le 
nombre total des boules, exprimant la cer- 
titude, et le votant étant par l'hypothèse, 
assuré que l’une des propositions doit être 
vraie; il répartira ce nombre en entier, sur 
les propositions. Le problème se réduit donc 
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à déterminer les combinaisons dans lesquelles 
les boules seront réparties, de manière qu'il 
y en ait plus sur la premitre proposition du 
billet, que sur la seconde; plus sur la seconde 
que sur la troisième, etc.; à faire les sommes 
de tous les nombres de boules, relatifs à 
chaque proposition dans ces diverses combi- 
naisons ; et à diviser cette somme, par le 
nombre des combinaisons : les quotiens se- 
ront les nombres de boules , ‘que lon doit 
attribuer aux propositions sur un billet quel- 
conque. On trouve par l'analyse, qu’en par- 
tant de la dernière proposition, pour remonter 
à la première; ces quotiens sont entre eux, 
comme les quantités suivantes : 1° l'unité 
divisée par le nombre des propositions; 2° la 
quantité précédente augmentée de l'unité di- 
visée par le nombre des propositions moins 
une; 3° cette seconde quantité augmentée de 
l'unité divisée par le nombre des propositions 
moins deux; et ainsi du reste. On écrira donc 
sur chaque billet, ces quantités à côté des 
propositions correspondantes; et en ajoutant 
les quantités relatives à chaque proposition, 
sur les divers billets; les sommes indiqueront 
par leur grandeur, l’ordre de préférence que 
assemblée donne à ces propositions. 
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Des Lois de la Probabilité, qui résultent 
de la multiplication indéfinie des évé- 
nemens. 


Au milieu des causes variables et inconnues 
que nous comprenons sous le nom de ha- 
sard, et qui rendent incertaine et irrégulière, 
la marche des événemens; on voit paitre à 
mesure qu'ils sé multiplient, une régulerité 
frappante qui semble tenir à un dessein, et 
que lon a considérée comme une preuve de 
la providence qui gouverne le monde. Mais 
en y réfléchissant, on reconnait bientôt que 
cette régularité n'est que le développement 
des possibilités respectives des événemens 
simples, qui doivent se présenter plus sou- 
vent, lorsqu'ils sont plus probables. Conce- 
vous, par exemple, une urne qui renferme 
des boules blanches et des boules noires ; et 
supposons qu'à chaque fois que l’on en tire 
une boule, on la remette dans Purne pour 
procéder à un nouveau tirage. Le rapport du 
nombre des boules blanches extraites, au 
nombre des boules noires extraites, sera le 
plus souvent très-irrégulier dans les premiers 
tirages ; mais les causes variables de cette 
irrégularité, produisent des effets alternative- 
ment favorables et contraires à la marche 
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régulière des événemens, ct qui se détrui- 
sant mutuellement dans l’ensemble d’un grand 
nombre de tirages, laissent de plus en plus 
apercevoir le rapport des boules blanches aux 
boules noires contenues dans Purne, ou les 
possibilités respectives d’en extraire une boule 
blanche et une boule noire à chaque tirage. 
De là résulte le théortine suivant. 

La probabilité que le rapport du nombre 
des boules blanches extraites, au nombre 
total des boules sorties, ne s’écarte pas de la 
possibilité extraire une boule blanche à 
chaque tirage, au-delà d’un intervalle donné, 
approche indéfiniment de la certitude, par 
la multiplication indélinie des érénemens, 
quelque petit que Fon suppose cet intervalle. 

Ce théorème indiqué par le bon sens, était 
difficile à démontrer par lanalysc.' Aussi ril- 
lustre géomètre Jacques Bernoulli qui s’en est 
occupé le premier, attachait-il une grande 
importance à la démonstration qu'il en a don- 
née. Le calcul des fonctions génératrices, ap- 
pliqué à cet objet, non-seulement démontre 
avec facilité ce théorème; mais de plus il 
donne la probabilité que le rapport des événe- 
mens observés, ne s’écarte que dans certaines - 
limites, du vrai rapport de leurs possibilités 
respectives. 

On peut tirer du théorème précédent, cette 
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conséquence qui doit être regardée comme 
une loi générale, savoir, que les rapports des 
effets de la nature, sont à fort peu près cons- 
tans, quand ces effets sont considérés en grand 
nombre. Ainsi, malgré ja variété des années, 
la somme des productions pendant un nombre 
d'années, considérable , est sensiblement la 
même; ensorte que Phomme, par une utile 
prévoyance, peut se mettre à l'abri de irrégu- 
larité des saisons, en répandant également sur 
tous les temps, les biens que la nature distri- 
bue d’une manière inégale. Je n’excepte pas 
de la loi précédente, les effets dus aux causes 
morales, Le rapport des naissances annuelles 
à la population, et celui des mariages aux 
naissances, n’éprouvent que Ge trés-petites 
variations : à Paris, le nombre des naïssanices 
annuelles a toujours été le même à peu prés; 
et j'ai oui dire qu’à la poste, dans les temps 
ordinaires, le nombre des lettres mises au 
rebut par les défauts des adresses, change peu 
chaque année. 

Il suit encore de ce théorème, que dans 
une série d’événemens, indéfiniment prolon- 
gée, l’action des causes régulières ct cons- 
tantes doit emporter à la longue, sur celle 
des causes irrégulières. C’est ce qui rend les 
gains des loteries , aussi certains que les pro- 
duits de l'agriculture ; les chances qu’elles se 
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réservent, leur assurant un bénéfice daus en- 
semble d’un grand nombre de mises, Ainsi 
des chances favorables et nombreuses étant 
constamment attachées à l'observation des 
principes ciernels de raison, de justice et 
d'humanité , qui fondent et maintiennent les 
sociétés; il y a un grand avantage à se con- 
former à ces principes, et de graves incon- 
véniens à s’en écarler. Que l’on consulte les 
histoires et sa propre expérience; on y verra 
tous les faits venir à l'appui de ce résultat du 
calcul. Considérez les avantages que la bonne- 
foi a procurés aux gouvernemens qui en ont 
fait la base de leur conduite, et comme ils 
ont été dédommagés des sacrifices qua pu 
leur coûter une scrupuleuse exactitude à tenir 
leurs promesses : quel immense crédit au de- 
dans! quelle prépondérance au dehors! Voyez 
au contraire, dans quel abime de malheurs, 
les peuples ont été souvent précipités par 
ambilion et la perfidie de leurs chefs. Toutes 
les fois qu'une grande puissance enivrée de 
amour des conquêtes, aspire à la domination 
universelle; le sentiment de l'indépendance 
produit entre les nations injustement atta- 
quées, une coalition dont elle devient presque 
toujours la victime. Parcillement, au milicu 
des causes variables qui étendent ou res- 
serrent les divers états; les limites naturelles, 
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en agissant comme causes constantes, doivent 
finir par prévaloir. Il importe donc à la stabi- 
lité comme au bonheur des empires, de ne 
pas les étendre au-delà de ces limites dans 
lesquelles ils sont ramenés sans cesse par 
action de ces causes ; ainsi que les eaux des 
mers, soulevées par de violentes tempêtes, 
retombent dans leurs bassins par la pesanteur. 
C’est encore un résultat du calcul des proba- 
bilités , confirmé par de nombreuses et fu- 
nestes expériences. L'histoire traitée sous le 
- point de vue de Pinfluence des causes cons- 
tantes, unirait à l'intérêt de la curiosité, celui 
d'offrir aux hommes, les plus utiles leçons. 
Quelquefois on attribue les effets inévitables 
de ces causes, à des circonstances acciden- 
telles quiwont fait que développer leur action. 
Jl est, par exemple, contre la nature des 
choses, qu’un peuple soit à jamais gouverné 
par un autre, qu'une vaste mer ou une grande 
distance en sépare. On peut affirmer qu’à la 
longue, cette cause constante se joignant sans 
cesse aux causes variables qui agissent dans 
le même sens, et que la suite des temps dé- 
veloppe, finira par en trouver d'assez fortes 
pour rendre au peuple soumis, son indépen- 
dance naturelle, ou pour le réunir à un état 
puissant qui lui soit conligu. 

Dans un graud nombre de cas, et ce sont 


y 
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les plus importans de l'analyse des hasards, 
les possibilités des événemens simples sont 
inconnues, et nous sommes réduits à cher- 
cher dans les événemens passés , des indices 
qui puissent nous guider dans nos conjectures 
sur les causes dont ils dépendent. En appli- 
quant analyse des fonctions génératrices, au 
principe exposé ci-devant, sur la probabilité 
des causes, tirée des événemens observés ; 
on est conduit au théorème suivant. 

Lorsqu'un événement simple ou composé 
de plusieurs événemens simples, tel qu’une 
parlie de jeu, a été répété un grand nombre 
de fois; les possibilités des événemens simples, 
qui rendent ce que l’on a observé, le plus 
probable, sont celles que lobservation in- 
dique avec le plus de vraisemblance : à me- 
sure que l'événement observe se répète, cette 
vraisemblance augmente et finirait par se 
confondre avec la certitude, sile nombre des 
répétitions devenait infini. 

Il y a ici deux sortes d’approximations ; 
Pune d’elles est relative aux limiles prises de 
part et autre, des possibilités qui donnent 
au passé, le plus de vraisemblance : Pautre 
approximation se rapporte à la probabilité 
que ces possibilités tombent dans ces limites. 
La répétition de l'événement composé accroît 
de plus en plus cette probabilité, les limites 
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restant les mêmes : elle resserre de plus en 
plus Pintervalle de ces limites, la probabilité 
restant la même : dans l'infini, cet intervalle 
devient nul, et la probabilité se change en 
certitude. 

Si l’on applique ce théorème; au rapport 
des naissances des garçons à celles des filles, 
observé dans les diverses parties de PEurope; 
on trouve que ce rapport partout à peu près 
égal à celui de 22 à 21, indique avec une ex- 
trème probabilité, une plus grande facilité 
dans les naissances des garçons. En consi- 
dérant ensuite qu’il est le même à Naples qu’à 
Pétersbourg, on verra qu'à cet égard, lin- 
{luence du climat est insensible. On peut donc 
soupçonner contre Popinion commune, que 
cette supériorité des naissances masculines 
subsiste dans lorient même. J’avais en con- 
séquence invité les savans français envoyés 
en Egypte, à s’occuper de cette question in- 
téressante; mais la difficulté d’obtenir des 
renscignemens précis sur les naissances , ne 
leur a pas permis de la résoudre. 

Le rapport des naissances des garçons à 
celles des filles, différant très-peu de Panité; 
des nombres même assez grands de naissances 
observées dans un lieu, pourraient offrir à 
cet égard, un résultat contraire à la loi gé- 
nérale, sans que l’on fut en droit en conclure 

VE 
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que cette loi n’y existe pas. Pour tirer cette 
conséquence, il faut employer de très-grands 
nombres, et s'assurer qu'elle est indiquée 
avec une grande probabilité. Buffon cite, par 
exemple, dans son Arithmétique politique, 
plusieurs communes de Bourgogne, où les 
naissances des filles ont surpassé celles des 
garçons. Parmi ces communes, celle de Car- 
celle-lc-Grignon présente sur 2009 naissances 
pendant cinq années, 1026 filles et 983 gar- 
cons. Quoique ces nombres soient considé- 
rables , cependant ils n’indiquent une plus 
grande possibilité dans les naissances des filles, 
qu'avec la probabilité -%; et cette probabilité 
plus petite que celle de ne pas amener croix 
quatre fois de suite, au jeu de croix et pile, 
n’est pas suffisante pour rechercher la cause 
de cette anomalie qui, selon toute vraisem- 
blance, disparaîtrait, si lon suivait pendant 
un siècle, les naissances dans cette commune. 

Les registres des naissances, que Pon tient 
avec soin pour assurer létat des citoyens, 
peuvent servir à déterminer la population 
d'un grand empire, sans recourir au dénom- 
brement de ses habitans, opération pénible 
et difficile à faire avec exactitude. Mais il faut 
pour cela, connaître le rapport de la popu- 
lation aux naissances annuelles. Le moyen 
d'y parvenir, le plus précis, consiste 1° à 
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choisir dans l'empire, des départemens dis- 
tribués d’une manière à peu près égale sur 
toute sa surface, afin de rendre le résultat 
général, indépendant des circonstances lo- 
cales; 2° à dénombrer avec soin, pour une 
époque donnée, les habitans de plusieurs com- 
munes dans chacun de ces départemens; 3° à 
déterminer par le relevé des naissances durant 
plusieurs années qui précèdent et suivent cette 
époque, le nombre moyen correspondant des 
naissances annuelles. Ce nombre divisé par 
celui des habitans, donnera le rapport des 
naissances annuelles à la population, d’une 
manière d'autant plus sûre, que le dénom- 
brement sera plus considérable. Le gouver- 
nement convaincu de lutilité d’un semblable 
dénombrement, a bien voulu en ordonner 
l'exécution, à ma prière. Dans trente départe- 
mens répandus également sur toute la France, 
on a fait choix des communes qui pouvaient 
fournir les renseignemens les plus précis. Leurs 
dénombremens ont donné 2037615 individus 
pour la somme totale de leurs habitans au 
25 septembre 1802. Le relevé des naissances 
dans ces communes pendant les années 1800, 
1801 ct1802, a donné 


Naissances. | Mariages. Décès. 


110912 garçons. 46057 1035659 hommes. 
105287 filles. 99443 femmes. 
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Le rapport de la population aux naissances 
annuelles est donc 28 222%; il est plus grand 
qu'on ne l'avait estimé jusqu'ici. En multi- 
pliant par ce rapport, le nombre des nais- 
sances annuelles en France, on aura la po- 
pulalion de ce royaume. Mais quelle est la 
probabilité que la population ainsi détermi- 
née, ne s’écartera pas de la véritable, au-delà 
dune limite donnée ? En résolvant ce pro- 
blème, et appliquant à sa solution, les données 
précédentes, j'ai trouvé que le nombre des 
naissances annuelles en France, étant supposé 
d'un million, ce qui porte sa population à 
26552845 habitans; il y a près de trois cent 
mille à parier contre un, que l'erreur de ce 
résultat west pas d’un demi-million. 

Le rapport des naissances des garçons à 
celles des filles, qu'offre le relevé précédent, 
est celui de 22 à 21 ; et les mariages sont aux 
naissances, comme trois est à quatorze. 

À Paris, les baptèmes des enfans des deux 
sexes s’écartent un peu du rapport de 22 à 
21. Depuis 1745, époque à laquelle on a com- 
mencé à distinguer les sexes sur les registres 
des naissances, jusqu’à la fin de 1784, on a 
baptisé dans cette capitale, 395386 garçons ct 
377555 filles. Le rapport de ces deux nombres 
est à peu près celui de 25 à 24; il paraît donc 
qu'à Paris, une cause particulière rapproche 
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de l'égalité, les baptêmes des deux sexes. Si 
Von applique à cet objet, le calcul des proba- 
bilités; on trouve qu’il y à 258 à parier contre 
un, en faveur de l'existence de cette cause, 
ce qui suflit pour en autoriser la recherche. 
En y réfléchissant, il m'a paru que la diffé- 
rence observée tient à ce que les parens de la 
campagne et des provinces, trouvant quel- 
qu'avantage à retenir près d'eux les garçons, 
en avaient envoyé à l’hospice des Enfans- 
Trouvés de Paris, moins relativement aux 
filles, que suivant le rapport des naissances 
des -deux sexes. C’est ce que le relevé des 
registres de cet hospice ma prouvé. Depuis 
le commencement de 1745 jusqu’à la fin de 
1609, il y est entré 163499 garçons, et 159405 
filles. Le premier de ces nombres n'excède 
que d’un trente-huitième, le second qu'il au- 
rait dû sürpasser au moins d’un vingt-qua- 
irième. Ce qui confirme l'existence de la cause 
assignée, c’est qu'en n'ayant point égard aux 
enfans trouvés , le rapport des naissances des 
garçons à celles des filles , est à Paris, comme 
dans le reste de la France, celui de 22 à 21. 
Laconstance dela supériorité desnaissances 
des garçons sur celles des filles, à Paris et 
à Londres, depuis qu'on les observe, a paru 
à quelques savans, être une preuve de la 
providence sans laquelle ils ont pensé que Jes 
causes irrégulicres qui troublent sans cesse 
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la marche des événemens, aurait dů plusieurs 
fois , rendre les naissances annuelles des filles, 
supérieures à celles des garçons. 

Mais celte preuve est un nouvel exemple 
de l'abus que l'on a fait si souvent des causes 
finales, qui disparaissent toujours par un exa- 
men approfondi des questions, lorsqu'on à 
les données nécessaires pour les résoudre. 
La constance dont il s’agit, est un résultat 
des causes régulières qui donnent la supério- 
rité aux naissances des garçons, ct qui l'em- 
portent sur les anomalies ducs au hasard, 
lorsque le nombre des naissances annuelles 
est considérable. La recherche de la proba- 
billé que cette constance se maintiendra 
pendant un long espace de temps, appartient 
à cette branche de l'analyse des hasards qui 
remonte des événemens passés , à la proba- 
bilité des événemens futurs; et il en résulte 
qu'en partant des naissances observées de- 
puis 1745 jusqu’en 1784, il y a près de quatre 
à parier contre un , qu'à Paris les naissances 
aunucles des garçons surpasseront Conslam- 
ment peudant un siècle, les naissances des 
Biles; il n’y a donc aucune raison de s’étonner 
que cela ait eu lieu pendant un demi-siècle. 

Donnons encore un exemple du développe- 
ment des rapports constans que lesévénemens 
présentent, à mesure qu'ils se multiplient, 
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Concevons une série d’urnes disposées circu- 
lairement, ct renfermant, chacune, un très- 
grand nombre de boules blanches et noires: 
les rapports des boules blanches aux noires, 
dans ces urnes, pouvant être très-différens à 
Porigine, et lels, par exemple, que Pune de ces 
urnes ne renferme que des boules blanches, 
tandis qu’une autre ne contient que des boules 
noires. Si l’on tire une boule de la première 
urne, pour la mettre dans la seconde; qwa- 
prés avoir agité cette seconde urne, afin de 
bien mêler la boule ajoutée, avec les autres, 
on en tire une boule pour la mettre dans la 
troisième urne , et ainsi de suite jusqu’à la 
dernière urne dont on extrait une boule, pour 
la mettre dans la premicre, et que Pon recom- 
mence indéfiniment cette série de tirages 3 
Vanalyse des probabilités nous montre que 
les rapports des boules blanches aux noires, 
dans ces urnes, finiront par être les mêmes 
et égaux au rapport de la somme de toutes 
les boules blanches, à la somme de toutes 
les boules noires contenues dans les urnes. 
Ainsi par ce mode régulier de changement, 
Pirrégularité primitive de ces rapports, dis- 
paraît à la longue, pour faire place à Pordre 
le plus simple. Maintenant si entre ces urnes, 
on en intercale de nouvelles dans lesquelles 
le rapport de la somme des boules blanches, 
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a la somme des boules noires qu'elles con- 
tiennent, diffère du précédent; en continuant 
indéfiniment, sur l'ensemble de ces urnes, 
les extractions que nous venons d'indiquer ; 
l'ordre simple établi dans les anciennes urnes 
sera d’abord troublé , et les rapports des 
boules blanches aux boules noires devien- 
dront irréguliers ; mais peu à peu, cette irré- 
gularité disparaîtra pour faire place à un nouvel 
ordre, qui sera cnfin celui de légalitc des 
rapports des boules blanches aux boules noires 
contenues dans les urnes. On peut étendre, 
ces résultats, à toutes les combinaisons de la 
nature, dans lesquelles les forces constantes 
qui animent les êtres dont elles sont formées, 
établissent des modes réguliers d’action et de 
changement. 

Les phénomènes qui semblent le plus dé- 
pendre du hasard, présentent donc en se 
multipliant, une tendance à se rapprocher 
sans cesse, de rapports fixes ; de manière que 
si l’on conçoit de part et d'autre de chacun 
de ces rapports, un intervalle aussi petit que 
lon voudra, la probabilité que le résultat 
moyen des observations tombe dans cet in- 
tervalle, finira par ne différer de la certitude, 
que d’une quantité au-dessous de toute gran- 
deur assignable. On peut ainsi par le calcul 
des probabilités, appliqué à un grand nombre 
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d'observations, reconnaître l’existence de ces 
rapports. Mais avant que d’en rechercher les 
causes, il est nécessaire, pour ne point s’égarer 
dans de vaines spéculations, de s’assurer qu’ils 
sont indiqués avec une probabilité qui ne per- 
met point de les regarder comme des anoma- 
lies dues au hasard. La théorie des fonctions 
génératrices donne une expression très-simple 
de cette probabilité, que Pon obtient en in- 
tégrant le produit de la différentielle de la 

uantité dont le résultat déduit d’un grand 

ombre d'observations s’écarte de la vérité, 
par une constante moindre que l’unité, dé- 
pendante de la nature du problème, et élevée 
à une puissance dont l’exposant est le rapport 
du carré de cet écart, au nombre des obser- 
vations. L'intégrale prise entre des limites 
données, et divisée par la même intégrale éten- 
due à Pinfini positif et négatif, exprimera la 
probabilité que l'écart de la vérité, est com- 
pris entre ces limites. Telle est la loi générale 
de la probabilité des résultats indiqués pur un 
grand nombre d'observations. 
Du Calcul des Probabilités, appliqué à la 


recherche des phénomenes et.de leurs 
causes. 


Les phénomènes de la nature sont le plus 
souvent enveloppés de tant de circonsiances 
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étrangères, un si grand nombre de causes 
perturbatrices y mêlent leur influence ; qu'il 
est très-difficile, lorsqu'ils sont fort petits, de 
les reconnaître. On ne peut alors y parvenir, 
qu'en multipliant les observations ; alin que 
les effets étrangers venant à se détruire, les 
résultats moyens mettent en évidence ces phé- 
noméènes. On conçoit par ce qui précède, que 
cela wa lieu rigoureusement que dans le cas 
d’un nombre infini d'observations : dans tout 
autre cas, les phénomènes ne sont indiqués 
par les résultats moyens, qu'avec une proba- 
bilité d'autant plus forte, que les observations 
sont en plus grand nombre, et dont il importe 
d'apprécier la valeur. 

Prenons pour exemple, la variation diurne 
de la pression de l'atmosphère à l'équateur où 
elle est le plus sensible, et le plus facile à` 
reconnaitre , les changemens irréguliers du 
baromètre y étant plus considérables. On re- 
marqua bientôt dans les hauteurs qu’ilindique, 
une petite oscillation diurne dontle maximum 
a lieu vers neuf heures du matin, et le zz- 
nimum vers quatre heures du soir : un se- 
cond maximum a lieu vers onze heures du 
soir , et le second minimum vers quatre 
heures du matin : les oscillations de la nuit 
sont moindres que celles du jour, dont l'éten- 
due est de deux millimètres. L’inconstance 
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de nos climats wa point dérobé cette varia- 
tion à nos observateurs, quoiqu’elle y soit 
moins sensible qu'entre les tropiques. En ap- 
pliquant l'analyse des probabilités, aux obser- 
vations nombreuses et précises faites par 
Ramond, pendant plusieurs années consé- 
cutives; je trouve qu’elles indiquent lexis- 
tence et la quantité de ce phénomène, de 
manière à ne laisser aucun doute. La période 
de sa variation élant dun jour solaire; sa 
cause est évidemment la chaleur que le soleï 
communique aux diverses parties de Patmos- 
phère; quoiqu'il soit presqu'impossible d’en 
calculer les effets. Cet astre agitencore par son 
attraction, sur ce fluide : il y produit avec la 
lune, des oscillations semblables à celles du 
flux et du reflux de la mer, oscillations dont 
j'ai déterminé les lois dans la Mécanique cé- 
leste, et qui scront, un jour, reconnues par 
des observations nombreuses faites à l’équa- 
teur avec excellens, baromètres. 

On peut encore par Panalyse des probabi- 
lités, vérifier l'existence ou linfluence de cer- 
taines causes dont on a cru remarquer action 
sur les êtres organisés. De tous les instrumens 
que nous pouvons employer pour connaître 
les agens imperceptibles-de la nature, les plus 
sensibles sont les nerfs, surtout lorsque dés 
causes particulières exaltent leur sensibilité. 
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C’est par leur moyen, qu’on a découvert la 
faible électricité que développe le contact de 
deux métaux hétérogènes ; ce qui a ouvert 
un champ vaste aux recherches des physi- 
ciens et des chimistes. Les phénomènes sin- 
guliers qui résultent de l'extrême sensibilité 
des nerfs dans quelques individus, ont donné 
naissance à diverses opinions sur l'existence 
d’un nouvel agent que Pon a nommé magné- 
isme animal, sur Yaction du magnétisme 
ordinaire et l'influence du soleil ct de la lune, 
dans quelques affections nerveuses; enfin sur 
les impressions que peut faire naître la proxi- 
mité des métaux ou d’une eau courante. Il 
est naturel de penser que Paction de ces causes 
est très-faible, et qu’elle peut être facilement 
troublée par un grand nombre de circons- 
tances accidentelles. Ainsi, parce qu’elle ne 
s’est point manifestée dans quelques cas, on 
ne doit pas rejeter son existence. Nous sommes 
si éloignés de connaïtre tous les agens de la 
nature, et leurs divers modes d'action; qu'il 
ne serait pas philosophique de nier les phéno- 
mènes, uniquement parce qu'ils sont inexpli- 
cables dans l’état actuel de nos connaissances. 
Seulement, nous devons les examiner avec 
une attention d'autant plus scrupuleuse, qu pi 
parait plus difficile de les admettre; et c’est 
ici que le calcul des probabilités devient 
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indispensable, pour déterminer jusqu'à quel 
point il faut multiplier les observations ou les 
expériences, afin d'obtenir en faveur des agens 
qu’elles indiquent, une probabilité supérieure 
aux raisons que lon peut avoir d’ailleurs, de 
ne pas les admettre. < 

Le calcul des probabilités peut faire appré- 
cier les avantages et les inconvéniens des 
méthodes employées dans les sciences con- 
jecturales. Ainsi, pour reconnaître le meilleur 
des traitemens en usage dans la guérison 
dune maladie, ilsufit d’éprouverchacund’eux 
sur un même nombre de malades, en rendant 
toutes les circonstances parfaitement sem- 
blables. La supériorité du traitement le plus 
avantageux se manifestera de plus en plus, 
à mesure que ce nombre s’accroîtra; et le 
calcul fera connaître la probabilité corres- 
pondante de son avantage. Le même calcul 
s'étend encore aux objets de économie po- 
litique, pour laquelle les opérations des gou- 
vernemens sont autant dexpériencesen grand, 
propres à les éclairer sur la conduite qu'ils 
doivent tenir dans les cas semblables à ceux 
qui se sont déjà présentés. Tant de causes 
imprévues ou cachées ou inappréciables iu- 
fluent sur les institutions humaines., qu’il est 
impossible d’en juger à priori, les résultats. 
Une longue suite d'expériences développe les 
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effets de ces causes, et indique les moyens 
de remédier à ceux qui sont nuisibles. On a 
souvent fait à cet égard, des lois sages ; mais 
parce que lon avait négligé d’en conserver 
les motif, plusieurs ont été abrogées comme 
inutiles, et il fallu pour les rétablir, que de 
fâcheuses expériences en aient fait de nou- 
veau, sentir le besoin. Il est donc bien im- 
portant de tenir dans chaque branche de 
administration publique, un registre exactdes 
résultats qu'ont produits les divers moyens 
dont on a fait usage. Appliquons aux sciences 
politiques et morales, la méthode fondée sur 
l'observation et le calcul, méthode qui nous 
a si heureusement servi dans les sciences na- 
turelles. Ne changcons qu'avec une circons- 
peclion extrême, nos anciennes institutions et 
les usages auxquels nos opinions et nos habi- 
tudes se sont depuis long-temps pliées. Nous 
connaissons bien par Pexpérience du passé, 
les inconvéniens qwiis présentent; mais nous 
ignorons quelle est l'étendue des maux que 
leur changement peut produire. 

La considération des probabilités, étendue 
à l'astronomie, peut servir à reconnaitre la 
cause des anomalies observées dans les mou- 
vemens célestes, et à démêler les petites 
inégalités enveloppées dans les erreurs dont 
les observations sont susceptibles. Ce fut en 
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comparant entre elles toutes ses observa- 
tions; que Ticho-Brahé reconnut la nécessité 
d'appliquer à la lune , une équation du temps, 
différente de celle que l’on appliquait au’soleil 
ct aux planètes. Ce fut encore dans le résultat 
d'observations nombreuses, que Mayer aper- 
çut pour la lune, une diminution dans le coef- 
ficient de l’inégalité de la précession, relatif 
aux autres corps célestes. Mais comme cette 
diminution ne semblait pas résulter de la gra- 
vitation universelle; la plupart des astronomes 
la négligèrent dans leurs calculs. Ayant sou- 
mis à l'analyse des probabilités, un grand 
nombre d'observations lunaires choisies dans 
cctte vue, ct que Bouvard voulut bien calculer 
à ma prière; elle me parut indiquée avec une 
si forte probabilité, que je crus devoir en 
rechercher la cause. Je vis bientôt qu’elle ne 
pouvait être que l'ellipticité du sphéroïde ter- 
restre, négligée jusqu'alors dans la théorie du 
mouvement lunaire, comme ne devant y pro- 
duire que des termes insensibles : j'en conclus 
que ces termes deviennent sensibles par les 
intésrations successives des équations diffé- 
rentielles. Je déterminai donc ces termes par 
une analyse particulière, et je découvris ďa- 
bord l'inégalité du mouvement lunaire en la- 
titude, qui est proportionnelle au sinus de la 
longitude de la lune, et qu'aucun astronome 
8 
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n'avait encore aperçue. Je reconnus ensuite 
au moyen de cetle inégalité, que la théorie de 
la pesanteur donne en effet la diminution in- 
diquée par Mayer, dans l'équation de la pré- 
cession, applicable à la lune. La quantité de 
celte diminution, et le cocfficient de l'inéga- 
lité précédente en latitude, sont très-propres 
à fixer l’aplatissement de la terre. Ayant fait 
part de mes recherches, à Burg qui s’occu- 
pait alors à perfectionner les tables de la lune, 
par la comparaison de toutes les bonnes ob- 
servations ; je le priai de déterminer avec un 
soin particulier, ces deux quantités. Par un 
accord très-remarquable, les valeurs qu'il a 
trouvées, donnent à la terre, le même apla- 
tissement zez, aplatissement qui diflére peu 
du milicu conclu des mesures des degrés du 
méridien et du pendule ; mais qui, vu Pin- 
iluence des erreurs des observations et des 
causes perturbatrices, sur ces mesures, me 
parait plus exactement déterminé par ces iné- 
galités lunaires. 

Le calcul des probabilités na conduit pa- 
reillement à la cause des grandes irrégularités 
de Jupiter et de Saturne. En comparant les 
observationsmodernesaux anciennes, Halley 
trouva une accélération dans le mouvement 
de Jupiter, et un ralentissement dans celui 
de Saturne. Pour concilier les observations, 
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il assujélit ces mouvemens, à deux équations 
séculaires de signes contraires, et.croissantes 
comme les carrés des temps écoulés depuis 
1700. Euler et Lagrange soumirent à Pana- 
lyse, les altérations que devoit produire dans 
ces mouvemens, l'attraction mutuelle des 
deux planètes. Ils y trouvèrent des équations 
séculaires ; mais leurs résultats étaient si dif- 
fcrens , que l’un d’eux, au moins, devait être 
erroné. Je me déterminai donc à reprendre 
ce problème important de la mécanique cé- 
leste, et je reconnus Pinvariabilité des moyens 
mouvemens planétaires; ce qui fit disparaître 
les équations séculairesintroduites par Halley, 
dans les tables de Jupiter et de Saturne. Il ne 
reslait ainsi, pour expliquer les grandes irré- 
gularités de ces planètes, que les attractions 
des comètes auxquelles plusieurs astronomes 
eurent effectivement recours, ou l'existence 
d’une inégalité à longue période, produite 
dans les mouvemens des deux planètes par 
leur action réciproque , et affectée de signes 
contraires, pour chacune d’elles. Un théorème 
que je trouvai sur les inégalités de ce genre, 
me rendit cette inégalité, très-vraisemblable. 
Suivant ce théorème, si le mouvement de 
Jupiter s’accélère, celui de Saturne se ralentit, 
ce qui est déjà conforme à ce que Halley 
avait remarqué; mais de plus, l'accélération 
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de Jupiter, résultante du même théorème, 
est au ralentissement de Saturne, à très-peu 
prés dans le rapport des équations séculaires 
proposées par Halley. En considérant les 
moyens mouvemens de Jupiter et de Saturne , 
il me fut aisé de reconnaître que deux fois 
celui de Jupiter, ne surpasse que d'une très- 
petite quantité, cinq fois celui de Saturne. 
La période d’une inégalité qui aurait cet ar- 
gument, serait d'environ neuf siècles. A la 
vérité, son coeflicient serait de l’ordre des 
cubes des excentricités des orbites; mais je 
savais qu'en vertu des intégrations succes- 
sives, il acquiert pour diviseur, le carré du 
très-petit mulliplicateur du temps dans Par- 
gument de cette inégalité, ce qui peut lui 
donner une grande valeur; il me parut donc 
trés-probable que cette inégalité a lieu. La 
remarque suivante accrut encore sa proba- 
bilité. En supposant son argument nul, vers 
Pépoque des observations de Ticho-Brahé; je 
vis que Halley avait dù trouver par la com- 
paraison des observations modernes aux an- 
ciennes , les altérations qu’il avait indiquées ; 
tandis que la comparaison des observations 
modernes entre elles, devait offrir des alté- 
rations contraires, et pareilles à celles que 
Lambertavait conclues de cette comparaisor, 
L'existence de cette inégalité me parut donc 
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extrêmement vraisemblable, et je n’hésilai 
point à entreprendre-le calcul long et pénible, 
nécessaire pour wen assurer. Elle fut entiè- 
rement confirmée par le résultat de ce calcul 
qui, de plus, me fit connaitre ungrandnombre 
d’autres inégalités dont l’ensemble a porté les 
tables de Jupiter et de Saturne, à la précision 
des observations mêmes. 

Ce fut encore au moyen du calcul des pro- 
babilités, que je reconnus la loi remarquable 
des mouvemens moyens des trois premiers 
satellites de Jupiter, suivant laquelle la lon- 
gitude moyenne du premier, moins trois fois 
celle du second, plus deux fois celle du troi- 
siéme est rigoureusement égale à la demi- 
circonférence. L’approximation avec laquelle 
les moyens mouvemens de ces astres satisfont 
à cette loi depuis leur découverte, indiquait 
son existence avec une vraisemblance ex- 
trême; j'en cherchai donc la cause, dans Pac- 
tion mutuelle de ces trois corps. L’examen 
approfondi de cette action, me fit voir qu'il 
a suffi qu’à l'origine , les rapports de leurs 
moyens mouvemens aient approché de cette 
loi, dans certaines limites, pour que leur ac- 
tion mutuelle l'ait établie et la maintienne en 
rigueur. 

On voit par là, combien il faut être attentif 
aux indications de la nature, lorsqu'elles sont 
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le résultat d’un grand nombre d’observations; 
quoique d’ailleurs; elles soient inexplicables 
par les moyens connus. L’extrème difficulie 
des problèmes relatifs au système du monde, 
a forcé les géomètres de recourir à des ap- 
proximations qui laissent toujours à craindre 
que les quantités négligées n'aient une in- 
fluence sensible. Lorsqu'ils ont été avertis de 
cette influence, par les observations: ils sont 
revenus sur leur analyse : en la rectifiant, 
ils ont toujours retrouvé la cause des anoma- 
lies observées; ils en ont déterminé les lois, 
et souvent, ils ont devancé observation, en 
découvrant des inégalités qu’elle n'avait pas 
encore indiquées. Ainsi l’on peut dire que la 
nature elle-même a concouru à la perfection 
des théories fondées sur le pr incipe de la pe- 

santeur universelle ; et c’est, à mon sens, 
une des plus fortes preuves de la vérité de ce 
principe admirable. 

L'un des phénomènes les plus remarquables 
du système du monde, est celui de tous les 
mouvemens de rotation et de révolution des 
planètes et des satellites , dans le sens de la 
rotation du soleil, et à x peu près dans le plan 
de son équateur. Ù n phénomène aussi remar- 
quable n’est point Peffet du hasard : il indique 
une cause générale qui a déterminé tous ces 
mouvemens. Pour avoir la probabilité avec 
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laquelle cette cause est indiquée; nous obser- 
verons que le système planétaire tel que nous 
le connaissons aujourd’hui , est composé 
d’onze planètes et de dix-huit satellites. On a 
reconnu les mouvemens de rotation du soleil, 
de six planètes , des satellites de Jupiter, de 
Panneau de Saturne, et d’un de ses satellites. 
Ces mouvemens forment avec ceux de révo- 
lution, un ensemble de quarante-trois mou~ 
vemens dirigés dans le même sens ; or on 
trouve par l’analyse des probabilités, qu'il y a 
plus de quatre mille milliards à parier contre 
un, que cette disposition n’est pas l'effet du 
hasard ; ce qui forme une probabilité bien 
supérieure à celle des événemens historiques 
sur lesquels on ne se permet aucun doute. 
Nous devons donc croire, au moins avec la 
même confiance, qu’une cause primitive a 
dirigé les mouvemens planétaires; surtout si 
nous considérons que linclinaison du plus 
grand nombre de ces mouvemens à l'équateur 
solaire, est fort petite. 

Un autre phénomène également remar- 
quable du système solaire , est le peu d’excen- 
tricite des orbes des planètes et des satellites, 
tandis que ceux des comètes sont trés-alongés: 
les orbes de ce système woffrant point de 
nuances intermédiaires entre une grande et. 
une petite excentricité. Nous sommes encore 
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forcés de reconnaitre ici l'effet d’une cause 
régulière : le hasard n’eût point donné une 
forme presque circulaire aux orbes de toutes 
les planètes et de leurs satellites ; il est donc 
nécessaire que la cause qui a déterminé les 
mouvemens de ces corps, les ait rendus 
presque circulaires. Il faut encore que les 
grandes excentricités des orbes des comêètes 
résultent de l’existence de cette cause, sans 
quelle ait influé sur les directions de leurs 
mouvemens ; car on trouve qu'il y a presque 
autant de comètes rétrogrades, que de co- 
mètes directes, et que linclinaison moyenne 
de tous leurs orbes, approche très-près d’un 
demi-angle droit, comme cela doit être, st 
ces corps ont été lancés au hasard. 

Quelle que soit la nature de la cause dont 
il s’agit; puisqu’elle a produit ou dirige les 
mouvemens des planètes, il faut qu’elle ait 
embrassé tous ces corps; ct vu les distances 
qui les séparent, elle ne peut avoir été qu'un 
fluide d’une immense étendue: pour leur avoir 
donné dans le même sens, un mouvement 
presque circulaire autour du soleil, il faut 
que ce fluide ait environné cet astre, comme 
une atmosphère. La considération des mou- 
vemens planétaires nous conduit donc à pen- 
ser qu'en vertu d’une chaleur excessive, 
atmosphère du soleil s’est primitivement 
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étendue au-delà des orbes de toutes les pla- 
nètes , et qu’elle s’est retirée successivement 
jusqu” 2 ses limites actuelles. 

Dans létat primitif où nous supposons le 
soleil, il ressemblait aux nébuleuses que le 
télescope nous montre composées d’un noyau 
plus ou moins brillant, entouré d’une nébu- 
losité qui, en se condensant à la surface du 
noyau, doit le transformer, un jour, en étoile. 
Si l’on conçoit par analogie, toutes les étoiles 
formées de cette manière ; on peut imaginer 
leur état antérieur de nébulosite, précédé lui- 
même par d’autres états dans lesquels la ma- 
tière nébuleuse était de plus en plus diffuse, 
le noyau étant de moins en moins lumineux 
ct dense. On arrive ainsi, en remontant aussi 
loin qu’il est possible, à une nébulosité telle- 
ment diffuse, que l’on pourrait à peine en 
soupçonner l’existence. 

Tel est, en effet, le premier état des né: 
buleuses que Herschel a observées avec un 
soin particulier , au moyen de ses puissans 
télescopes, et dans lesquelles il a suivi les 
progrèsdelacondensation, non sur une seule, 
ces progrès ne pouvant devenir sensibles pour 
nous, qu'après des siècles, mais sur leur en- 
semble; à peu près comme on peut dans une 
vaste forêt, suivre l’accroissement des arbres 
sur les individus de divers âges, qu'elle 
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renferme. Ila d’abord observé la matière nébu- 
leuse répandue en amas divers, dans les 
différentes parties du ciel dont elle occupe 
une grande étendue. Il a vu dans quelques- 
uns de ces amas, cette matière faiblement 
condensée autour d’un ou de plusieurs noyaux 
peu brillans. Dans d’autres nébuleuses, ces 
noyaux brillent davantage, relativement à la 
nébulosité qui les environne. Les atmosphères 
de chaque noyau, venant à se séparer par 
une condensation ultérieure, il en résulte des 
nébuleuses multiples formées de noyaux bril- 
lans très-voisins, et environnés, chacun, 
d’une atmosphère : quelquefois , la matière 
nébuleuse en se condensant d’une manière 
uniforme, a produit les nébuleuses que Pon 
nomme planétaires. Enlin, un plus grand 
degré de condensation transforme toutes ces 
nébuleuses, en étoiles. Les nébuleuses classées 
d'après cette vue philosophique , indiquent 
avec une extrême vraisemblance, leur trans- 
formation future en étoiles, et l'état antérieur 
de nébulosité, des étoiles existantes. Les con- 
sidérations suivantes viennent à l'appui des 
preuves tirées de ces analogies. 

Depuis long-temps, la disposition particu- 
lière de quelques étoiles visibles à la vue 
simple, a frappé des observateurs philosophes. 
Mitchel a déjà remarqué combien il est peu 
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probable que les étoiles des Pléïades, par 
exemple, aient été resserrées dans l’espace 
ctroit qui les renferme, par les seules chances 
du hasard; et il en a conclu que ce groupe 
d'étoiles , et les groupes semblables que le 
ciel nous présente, sont les effets d’une cause 
primitive, ou d’une loi générale de la nature. 
Ces groupes sont un résultat nécessaire de 
la condensation des nébulcuses à plusieurs 
noyaux; car il est visible que la matière né- 
bulcusc étant sans cesse attirée par ces noyaux 
divers ; ils doivent former à la longue un 
groupe d'étoiles, pareilà celui des Plcrades. La 
condensation des nébuleuses à deux noyaux 
forme semblablement des étoiles très-rappro- 
chées tournant l’une autour de Pautre, pa- 
reilles à celles dont Herschel a déjà considéré 
les mouyemens respectifs. Telles sont encore 
la soixante-unième du Cygne et sa suivante, 
dans lesquelles Bessel vient de reconnaitre 
des mouvemens propres, si considérables ct 
si peu différens, que la proximite de ces astres 
cntre cux, et leur mouvement autour de leur 
centre commun de gravité, ne doivent laisser 
aucun doute. Ainsi, Pon descend par les pro- 
grès de condensation de la matière nébuleuse, 
à la considération du soleil environné autre- 
fois d’une vaste atmosphère, considération à 
laquelle on remonte, comme on la vu, par 
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l'examen des phénomènes du système solaire. 
Une rencontre aussi remarquable donne à 
l'existence de cet état antérieur du soleil, une 
probabilité fort approchante de la certitude. 

Mais comment l'atmosphère solaire a-t- 
elle déterminé les mouvemens de rotation et 
de révolution des planètes et des satellites ? 
Si ces corps avaient pénétré profondément 
dans cette atmosphère, sa résistance les au- 
rait fait tomber sur le soleil; on est donc con- 
duit à croire avec beaucoup devraisemblance, 
que les planètes ont été formées aux limites 
successives de l'atmosphère solaire qui en 
se resserrant par le refroidissement, a dù 
abandonner dans ie plan de son équateur, des 
zònes de vapeurs, que l'attraction mutuelle 
de leurs molécules à changées en divers 
sphéroïdes. 

J'ai développé avec étendue, dans mon 
Exposition du Système du Monde, cette hy- 
pothèse qui me paraît satisfaire à tous les 
phénomènes que ce système nous présente. 

Dans cette hypothèse, les comètes sont 
étrangères au système planétaire. En atta- 
chant leur formation, à celle des nébuleuses; 
on peut les regarder comme de petites né- 
buleuses à noyaux, errantes de systèmes en 
systèmes solaires, et formées par la conden- 
sation de la matière nébuleuse répandue avec 
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tant de profusion dans lunivers. Les comètes 
seraient ainsi par rapport à notre système, ce 
que les aérolithes sont relativement à la terre, 
à laquelle ils paraissent étrangers. Lorsque 
ces astres deviennent visibles pour nous, ils 
offrent une ressemblance si parfaite avec les 
nébuleuses, qu’on les confond souvent avec 
elles; et ce west que par leur mouvement, 
ou par la connaissance de toutes les nébu- 
leuses renfermées dans la partie du ciel où 
ils se montrent, qu’on parvient à les en distin- 
guer. Cette supposition explique d’une manière 
heureuse, la grande extension que prennent 
les têtes et les queues des comètes, à mesure 
qu’elles approchent du soleil, et l'extrême 
rareté de ces queues qui malgré leur immense 
profondeur, w’aflaiblissent point sensiblement 
l'éclat des étoiles que Pon voit à travers. 

Lorsque de petites nébuleuses parviennent 
dans la partie de l’espace où l'attraction du 
soleil est prédominanie, et que nous nomme- 
rons sphere d'activité de cet astre; il les force 
à décrire des orbes elliptiques ou hyperbo- 
liques. Mais leur vitesse étant également pos- 
sible suivant touteslesdirections, elles doivent 
se mouvoir indifféremment dans tous les sens 
et sous toutes les inclinaisons à écliptique ; 
ce qui est conforme à ce que l’on observe. 

La grande excentricitédes orbes cométaires, 
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résulte encore de l'hypothèse précédente. En 
effet, si ces orbes sont elliptiques, ils sont 
très-alongés; puisque leurs grands axes sont 
au moins égaux au rayon de la sphère acti- 
vité du soleil. Mais ces orbes peuvent être 
hyperboliques, et si les axes de ces hyper- 
boles ne sont pas très-grands par rapport à 
la moyenne distance du soleil à la terre, le 
mouvement des comètes qui les décrivent, 
paraîtra sensiblement hyperbolique. Cepen- 
dant sur cent comètes dont on a déjà les élé- 
mens, aucune wa paru se mouvoir dans une 
hyperbole; il faut donc que les chances qui 
donnent une hyperbole sensible, soient extrê- 
mement rares par rapport aux chances con- 
traires. 

Les comètes sont si petites, que pour de- 
venir visibles, leur distance périhélie doit être 
peu considérable. Jusqu'à présent cette dis- 
tance n’a surpassé que deux fois, le diamètre 
de lorbe terrestre, et le plus souvent, elle 
a été au-dessous du rayon de cet orbe. On 
conçoit que pour approcher si près du soleil, 
leur vitesse au moment de leur entrée dans 
sa sphère d’activité, doit avoir une grandeur 
et une direction, comprises dans d’étroites 
limites. En déterminant par l’analyse des pro- 
babilités, le rapport des chances qui dans ces 
limites, duunent unc hyperbole sensible, aux 
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chances qui donnent un orbe que lon puisse 
confondre avec une parabole; jai trouvé qu’il 
y a six mille au moins, à parier contre l’unité, 
qu'une nébuleuse qui pénètre dans la sphère 
d’activilé du soleil, de manière à pouvoir être 
observée, décrira ou une ellipse très-alongée, 
ou une hyperboie qui par la grandeur de son 
axe, se confondra sensiblement avec une pa- 
rabole, dans la partie que Pon observe; il n’est 
donc pas surprenant que jusqu'ici, Pon mait 
point reconnu de mouvemens hyperboliques. 

L’attraction des planètes, et peut-être cn- 
core la résistance des milieux éthérés, a dû 
changer plusieurs orbes cométaires, dans des 
cllipses dont le grand axe est moindre que le 
rayon de la sphère d'activité du soleil; ce qui 
augmente les chances des orbes elliptiques. 
On peut croire que ce changement a eu lieu 
pour la comète de 1682, la seule dont on ait 
jusqu’à présent, déterminé la révolution. 


Des milieux qu’il faut choisir entre les 
résultats d’un grand nombre d’observa- 
tions. 


La recherche de ces milieux est très-im- 
portante dans la philosophie naturelle ; et 
l'analyse qu’elle exige, est la plus délicate 
et la plus Cpincuse de toute la théorie des 
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probabilités. Les observations et les expé- 
riences les plus précises sont toujours sujettes 
à des erreurs qui influent sur la valeur des 
élémens que l’on veut en déduire. Pour faire 
disparaître ces erreurs, autant qu'il est pos- 
sible, en les dctruisant les unes par les autres; 
on multiplie les observations dont le résultat 
moyen est d'autant plus exact, que leur 
nombre est plus considérable. Mais quelle est 
la manière la plus avantageuse de former ce 
résultat moyen? De quelle erreur ce résultat 
est-il encore susceptible ? C’est ce que Pana- 
lyse des probabilités peut seule faire con- 
naître; et voici ce qu’elle nous apprend. 
Pour fixer les idées, supposons que lon 
cherche à déterminer par Fobservation , la 
grandeur apparente d’un disque vu d’une dis - 
tance donnée, Si Pon a pris un grand nombre 
de mesures du disque avec des instrumens 
semblables, et à une même distance de ce 
disque ; on aura sa grandeur moyenne appa- 
rente, en divisant la somme de toutes les 
mesures partielles, par le nombre de ces me- 
sures. Pour avoir l’erreur moyenne à craindre 
en plus ou en moins, sur ce résultat; nous 
observerons que cette erreur est la somme 
des produits de chaque erreur possible, par 
sa probabilité. Une erreur, soil positive, soit 
négative, devant être considérée comme une 
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perteau jeu, ondoitévaluerl'erreur moyenne 5 
comme on Cvalucrait une perte moyenne. En 
déterminant par l'analyse des fonctions géné- 
ratrices , l'expression de cette erreur; on 
trouve qu'elle a pour facteur , une quantité 
dépendante de la loi de probabilité des erreurs 
de chaque mesure. Cette loi nous est inconnue: 
seulement, il est naturel d'admettre que les 
erreurs négatives sont aussi probables que les 
positives; il semble donc impossible d'évaluer 
cette erreur moyenne, Mais en déterminant 
par la même analyse, la somme des carrés 
des erreurs des observations ; j'ai reconnu 
qu’elle a le même facteur. De là, Pai conclu la 
règle suivante. 

Si Pon prend les différences entre le résultat 
moyen de toutes les mesures, et chacune 
d'elles ; l'erreur moyenne à craindre en plus 
ou en moins sur ce résultat, cst une fraction 
dont le numérateur est la racine carrée de la 
somme des carrés de ces différences, et dont 
le dénominateur est le produit du nombre des 
mesures, par la racine carrée du rapport de 
la circonférence au rayon. 

On a ainsi le résultat moyen le plus ayan- 
tageux, et Pon peut en apprécier l'exactitude. 
Pour rapporter ensuite ce résultat, à la dis- 
tance donnée; il suffit de le multiplier par 
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le rapport inverse de cette distance, à celle 
d’où les mesures ont élé prises. 

Supposons maintenant que lon ait pris ces 
mesures, à différentes distances; et que l’on 
veuille toujours en conclure la grandeur appa- 
rente du disque vu dune distance donnée. 
IL est clair que erreur de chaque observation 
aura autant moins d'influence, que l’obser- 
valion aura été faite plus près du disque; il est 
encore facile de voir que chaque mesure ob- 
servée, moins son erreur, doit être égale à la 
grandeur que Pon cherche, multipliée par le 
rapport de la distance donnée, à la distance 
d’où la mesure a été prise. En considérant la 
grandeur cherchée, comme une inconnue ; 
chaque mesure observée donnera une équation 
du premicr degré dont le premier membre 
scra le produit de Pinconnue, par ce rapport; 
et dont le second membre sera la mesure ob- 
servée, moins son crreur. Si Pon ajoute toutes 
ces équations, leur ensemble formera une 
équation finale qui, en supposant nulle, la 
somme des erreurs de toutes les observations, 
donnera une valeur de Pinconnue, à laquelle 
toutes les observations auront concouru, ct 
qui par là, doit avoir une grande précision. 
Cest la règle que Pon suit communément ; 
mais elle ne donne pas le résultat le plus 
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avantageux, celui qui ne laisse à craindre 
que la plus pelile erreur moyenne. Pour avoir 
ce résullat, on doit observer que toutes les 
maniéres possibles de combiner les équations 
précédentes, afin d'obtenir une équation finale 
du premier degré, qui détermine l’inconnue, 
reviennent à les multiplier, chacune, par un 
facteur, et à les ajouter ensuile sans avoir 
égard aux erreurs des observations. En pre- 
nant donc pour ces facteurs, des constantes 
arbitraires, et cherchant l'expression analy- 
tique de l'erreur moyenne du résultat donné 
par l'équation finale; ii faut déterminer les 
conslantes, ensorle que cette erreur soit un 
miniinum. On trouve alors que chaque cons- 
tante est égale au coeficient de linconnue, 
dans léquation partielle qu’elle multiplie; la 
valeur de l'inconnue, donnée par léquation 
finale, est ainsi exprimée par une fraction qui 
a pour numérateur, la somme des produits 
du coefficient de Pinconnue dans chaque 
équation partielle, par la mesure observée 
correspondante; et pour dénominateur, la 
somme des carrés de tous ces coelficiens. Si 
l'on prend ensuite les différences entre les 
mesures observées, et les produits succes- 
sifs de ce résultat par les coelficiens de Pincon- 
nue dans les équations partielles ; l'erreur 
moyenne qu'il laisse encore à cr aindre, sera 
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la racine carrée d’une fraction dont le numé- 
ratcur est la somme des carrés de ces difit- 
rences, et dont le dénominateur est Ie produit 
de ces trois quantités, savoir, le nombre des 
observations, la somme des carrés des cocf- 
ficiens de inconnue, dans les équations par- 
tielles, et la circonférence dont le rayon est 
l'unité. 

Il cst facile de voir que si l’on élève au 
carré, l’expression de l'erreur de chaque me- 
sure, tirée de l'équation partielle correspon- 
dante; si l’on rend ensuite, un minimum, 
la somme de ces carrés, en y faisant varier 
Finconnue; l'équation du mzznimurm donnera 
pour cette inconnue, la valeur précédente. 

Dans un grand nombre de cas, et spécia- 
lement en astronomic, les élémens que l’on 
veut déterminer, sont déja connus à fort peu 
près, et wont besoin que de légères correc- 
tions que l’on cherche à obtenir par des ob- 
servations nombreuses et précises. Pour cela, 
on regarde chaque observation, comme une 
fonction des élémens. En substituant dans 
cette fonction, la valeur approchée de chaque 
élément, plus sa correction considérée comme 
une inconnue; en développant ensuite, la fonc- 
tion, dans une série ordonnée par rapport 
aux puissances ct aux produits de ces incon- 
nues , et négligeant, vu leur petitesse , les 
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tarrés et ces produits; enfin, en égalant la 
série, à observation diminuée de son erreur; 
on forme une équation du premier degré entre 
ces inconnues. C’est ce que Pon nomme égua- 
tion de condiiion. On combine ensuite ces 
équalions de condition, de manière à les ré- 
duire à un nombre d'équations finales, égal 
à celui des inconnues. La résolulion de ces 
équations donne les valeurs des inconnues, 
ou les corrections des divers élémens. 

La manière la plus générale de former ces 
équations finales, consiste à multiplier cha- 
cune des équations de condition, par un fac- 
Leur indéterminé : la somme de ces produits, 
en y supposant nul, tout ce qui est relaUfaux 
erreurs des observations, donnera une pre- 
mière équation finale. Un second système de 
facteurs donnera une seconde équation finale, 
ct ainsi des autres. L'analyse des fonctions 
génératrices donne lexpression de l’erreur 
moyenne à craindre sur la correction de 
chaque élément, obtenue par la résolution de 
ces équations finales. Si Pon détermine les 
facteurs, par la condition que chacune de ces 
expressions soit un 7271mum; on trouve 
que le premier système de facteurs est formé 
des coefficiens de la première inconnue, dans 
chaque équation de condition; que le second 
système est formé des cocfliciens de la seconde 
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inconnue, etc.; d'ou il est facile de conclure 
que les corrections des élémens ,les plus avan- 
tageuses, sont généralement, comme dans le 
cas d’une seule variable, celles que lon ob- 
tient, lorsqu'on rend un minimum, la somme 
des carrés des erreurs de chaque observation, 
en y faisant varier successivement les correc- 
tions inconnues, Dans ce cas général, l'analyse 
donne lexpression de lerreur moyenne à 
craindre encore sur chaque élément; mais 
quoique très-simple, cette expression ne peut 
pas être comprise sans le secours de l'algèbre. 
Nous avons supposé fort grand, le nombre 
des observations ; et la règle précédente est 
d'autant plus exacte, que ce nombre est plus 
considérable. Mais dans le cas même où il est 
petit, il parait nalurel d'employer la même 
règle qui dans tous les cas, offre un moyen 
simple d'obtenir sans tâlonnement, les cor- 
rections que l’on cherche à déterminer. 
Cette règle peut servir encore à comparer 
la précision de diverses tables astronomiques 
dun même astre. Ces tables peuvent toujours 
être supposées réduites à la même forme, ct 
alors elles ne diffèrent que par les époques, les 
moyens mouvemens, et les cocfficiens des 
argumens; car si l’une d'elles contient un 
argument qui ne se trouve point dans les 
autres, ilest chair que cela revient à supposer 
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nul dans celles-ci, le coefficient de cet argu- 
ment. Maintenant, si Pon rectifiait ces tables, 
en les comparant à la totalité des bonnes ob- 
servations; elles satisferaient, par ce qui pré- 
cède, à la condition que la somme des carrés 
des erreurs soit un minimum; les tables qui 
comparées à un nombre considérable d'ob- 
servalions, approchent le plus, de cette con- 
dition, méritent donc la préférence. 


Des Tables de mortalité, et des durées 
moyennes de la vie, des mariages et des 
associations quelconques. 


La manière de former les tables de mor- 
talité, est très-simple. On prend sur les re- 
gistres des naissances et des morts, un grand 
nombre enfans que l’on suit pendant le cours 
de leur vie, en déterminant combien il en 
reste à la fin de chaque année de leur âge, 
ct l'on écrit ce nombre vis-à-vis de l'année 
finissante. Mais comme dans les deux pre- 
mières années de la vie, la mortalité est très- 
rapide; il faut pour plus d’exactitude, indiquer 
dans ce premier âge, le nombre des survivans 
à la fin de chaque demi-année. 

Si l’on divise la somme des années de la vie 
de tous les individus inscrits dans une table de 
mortalité, par le nombre de ces individus, ct 
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si de ce quotient, on soustrait une demi-an- 
néc; on aura la durée moyenne de la vie, que 
l’on trouve ainsi de vingt-huit ans et demi à 
peu prés. Cette soustraction ne doitavoir lieu, 
que dans le cas où la table n'indique point le 
nombre des vivans à la fin de la première 
demi-année : elle est fondée sur ce que la 
mortalité pouvant être supposée uniformé- 
ment répandue sur la première année; la 
partie de la durée moyenne de la vie, cor- 
respondante à cette année, n’est que la moitié 
de celle qui aurait lieu, si la mort ne frappait 
les individus qu’à la fin de l’année. La duree 
moyenne de ce qui reste encore à vivre, 
lorsqu'on est parvenu à un âge quelconque, 
se délermine en faisant une somme des années 
qu'ont vécu au-delà de cet âge, tous les in- 
dividus qui Pont atteint; en la divisant par le 
nombre de ces individus, et en retranchant 
une demi-année, de ce quotient. Ce n’est 
point au moment de la naissance, que la 
durée moyenne de la vie, est la plus grande; 
c’est lorsqu'on a échappé aux dangers de la 
première enfance, et alors elle est d'environ 
quarante-trois ans. La probabilité d'arriver à 
un âge quelconque, en partant d’un âge donné, 
est égale au rapport des deux nombres d’in- 
dividus indiqués dans la table, à ces deux 
âges. 
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La précision de ces résultats exige que 
pour la formation des tables, on emploie un 
trés-grand nombre de naissances. L'analyse 
donne alors des formules très-simples pour 
apprécier la probabilité que les nombres in- 
diqués dans ces tables ne s’écarteront de la 
vérité, que dans d’étroites limites. On voit 
par ces formules, que l'intervalle des limites 
diminue, et que la probabilité augmente, à 
mesure que lon considère plus de naissances; 
ensorte que les tables représenteraient exac- 
tement la vraie loi de la mortalité, si le 
nombre des naissances employées devenait 
infini. 

Une table de mortalité est donc une table 
des probabilités de la vie humaine. Le rapport 
des individus inscrits à côté de chaque année , 
au nombre des naissances, est la probabilité 
qu'un nouveau-né atteindra celte année. 
Comme on estime la valeur de l'espérance, 
en faisant une somme des produits de chaque 
bien espéré par la probabilité de obtenir; 
on peut également évaluer la durée moyenne 
de la vie, en ajoutant les produits de chaque 
année par la probabilité d'y arriver. Ainsi en 
formant une suite de fractions dont le déno- 
minateur commun est le nombre des nou- 
veau-nés de la table, et dont les numérateurs 
sont les nombres inscrits à côté de chaque 
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année; la somme de toutes ces fractions scra 
la durée moyenne de la vie, dont il faut pour 
plus d’exactitude, retrancher une demi-année ; 
ce qui conduit au même résultat que la règie 
précédente. Mais cette manière denvisager 
la durée moyenne de Ja vie, a Pavantage de 
faire voir que dans une population station- 
naire, c’est-à-dire telle que le nombre des 
naissances égale celui des morts; la durée 
moyenne de la vie est le rapport même de la 
Population aux naissances annuelles; car la 
Population étant supposée stationnaire mle 
nombre des individus d’un âge compris entre 
deux années consécutives de la table, est égal 
au nombre des naissances annuelles, muiti- 
plié par la demi-somme des probabilités d’at- 
teindre ces années; la somme de tous ces 
Produits sera donc la population entière; or 
il est aisé de voir que cette somme divisée 
par le nombre des naissances annuelles > COIN 
cide avec la durée moyenne de la vie, telle 
que nous venons de la définir. 

H est facile au moyen d’une table de mor- 
tale, de former la table correspondante de 
la population supposée stationnaire, Pour 
cela, on prend des moyennes arithmétiques 
entre les nombres de la table de mortalité 
Correspondans aux âges, zéro el un an, un et 
deux ans, deux ct trois ans > clc. La somme de 


SUR LES PROBABILITÉS. 139 


toutes ces moyennes estla population entière: 
on l'écrit à côté de l’âge zéro. On retranche 
de cette somme, la première moyenne; et le 
reste est le nombre des individus d’un an et 
au-dessus : on lécrit à côté de l’année 1. On 
retranche de ce premier reste, la seconde 
moyenne; ce second reste est le nombre des 
individus de deux années, et au-dessus : on 
Pécrit à côté de l’année 2; et ainsi de suite. 
Tant de causes variables influent sur la 
mortalité, que les tables qui la représentent, 
doivent changer suivant les lieux etles temps. 
Les divers états de la vie offrent à leur égard, 
des différences sensibles relatives aux fatigues 
ct aux dangers inséparables de chaque état, 
et dont il est indispensable de tenir compte 
dans les calculs fondés sur la durée de la vie. 
Mais ces différences n’ont pas encore été suf- 
fisamment observées. Elles le seront, un jour; 
alors on saura quel sacrifice de la vie, chaque 
profession exige, et lon profitera de ces con- 
naissances, pour en diminuer les dangers, 
La salubrité plus ou moins grande du sol, 
sa température, les mœurs des habitans, ct 
les opérations des gouvernemens ont sur la 
mortalité, une influence considérable. Mais 
il faut toujours faire précéder la recherche de 
la cause des différences observées, par celle 
de la probabilité avec laquelle cette cause est 
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indiquée. Ainsi le rapport de la population 
aux naissances annuelles, que lon a vu s’éle- 
ver en France, à vingt-huit et un tiers, n’est 
pas égal à vingt-cinq dans l'ancien duché de 
Milan. Ces rapports établis un et Pautre , sur 
un grand nombre de naissances, ne per- 
mettent pas de révoquer en doute, existence 
dans le Milanais, d’une cause spéciale de mor- 
talité, qu'il importe au gouvernement de ce 
pays, de rechercher et de faire disparaitre. 

Le rapport de la population aux naissances 
s’accroïtrait encore, si Pon parvenait à dimi- 
nuer ou à éteindre quelques maladies dan- 
gereuses et très-répandues. C’est ce que Pon 
a fait heureusement pour la petite vérole, 
dabord par linoculation de cette maladie; 
ensuite d’une manière beaucoup plus avan- 
tageuse, par linoculation de la vaccine, dé- 
couverte inestimable de Jenner qui par là 
s'est rendu l’un des plus grands bienfaiteurs 
de humanité. 

La petite vérole a cela de particulier, savoir 
que le même individu wen est pas deux fois 
atteint, ou du moins, ce cas est si rare, que 
Von peut en faire abstraction dans le calcul. 
Cette maladie à laquelle peu de monde échap- 
pait avant la découverte de la vaccine, est 
souvent mortelle et fait périr un septième de 
ceux qu'elle attaque. Quelquelois, elle est 
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bénigne, et Fexpérience a fait connaitre qu’ou 
lui donnait ce dernier caractère, en l’inocu- 
lant sur des personnes saines, préparées par 
un bou régime, et dans une saison favorable. 
Alors le rapport des individus qu’elle fait périr, 
aux inoculés, n’est pas un trois-centième. Ce 
grand avantage de linoculation, joint à ceux 
de ne point altérer la beauté, ct de préserver 
des suiles ficheuses que la petite vérole na- 
turelle entraine souvent après elle, la fit 
adopter par un grand nombre de personnes. 
Sa pratiquefut vivement recommandée; mais, 
ce qui arrive presque toujours dans les choses 
sujettes à des inconvéniens, elle fut vivement 
combattue. Au milieu de cette dispute, Daniel 
Bernoulli se proposa de soumettre au calcul 
des probabilités , l'influence de linoculation 
sur la durée moyenne de la vie. Manquant 
de données précises sur la mortalité produite 
par la petite vérole , aux divers âges de la vic; 
il supposa que le danger d’avoir cette maladie 
ct celui d’en périr , sont les mêmes à tout âge. 
Au moyen de ces supposilions, il parvint par 
une analyse délicate, à convertir une table 
ordinaire de mortalité, dans celles qui au- 
raient lieu, si la petite vérole n’existait pas, 
ou si elle ne faisait périr qu'un très - petit 
nombre de malades; ct il en conclut que 
Yinoculation augmenicrait de trois ans au 
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moins, la durée moyenne de la vie; ce qui 
lui parut mettre hors de doute, l'avantage de 
cette opération. D’Alembert attaqua l'analyse 
de Bernoulli, d’abord sur Pincertitude de ses 
deux hypothèses; ensuite, sur son insuffi- 
sance, en ce que l’on n’y faisait point entrer 
la comparaison du danger prochain quoique 
très-petit, de périr par linoculation, au dan- 
ger beaucoup plus grand, mais plus éloigné, 
de succomber à la petite vérole naturelle. 
Cette considération qui disparait, lorsque Pon 
considère un grand nombre d'individus, est 
par là, indifférente aux gouvernemens, et 
laisse subsister pour eux, les avantages de 
linoculation; mais elle est d’un grand poids 
pour un père de famille qui doit craindre, en 
faisant inoculer ses enfans, de voir bientôt 
périr ce qu’il a de plus cher au monde, et 
den être cause. Beaucoup de parens étaient 
retenus par cette crainte, que la découverte 
de la vaccine a heureusement dissipée. Par un 
de ces mystères que la nature nous offre si 
fréquemment, le vaccin est un préservatif de 
la petite vérole, aussi sûr que le virus va- 
riolique , etilwa aucun danger : il n’expose 
à aucune maladie, et ne demande que très- 
peu de soins. Aussi sa pratique s’est- elle 
promptement répandue, et pour la rendre 
universelle, il ne reste plus à vaincre que 
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Fincrtie naturelle du peuple, contre laquelle 
il faut lutter sans cesse, même lorsqu'il s’agit 
de ses plus chers intérêts. 

Le moyen le plus simple de calculer Payan- 
tage que produirait l'extinction d’une maladie, 
consiste à déterminer par Pobservation, le 
nombre d'individus d’an âge donné, qu'elle 
fait périr, chaque année, et à le retrancher 
du nombre des morts au même àge. Le rap- 
port de la différence, au nombre total d'in- 
dividus de l’âge donné, serait la probabilité 
de périr à cet âge, silamaladie n'existait pas. 
En faisant donc une somme de ces probabilités 
depuis la naissance jusqu'à un âge quelconque, 
ctretranchant cette somme de l'unité ; le reste 
sera la probabilité de vivre jusqu’à cet âge, 
correspondante à l'extinction de la maladie. 
La série de ces probabilités sera la table de 
mortalité, relative à cette hypothèse; et Pon 
en conclura par ce qui précède , la durée 
moyenne de la vie. C’est ainsi que Duvilard 
a trouvé l’accroissement de la durée moyenne 
de la vie, dù à l'inoculation de la vaccine , de 
trois ans au moins. Un accroissement aussi 
considérable en produirait un fort grand dans 
la population, si d’ailleurs, cle n’était pas 
restreinte par la diminution relative des sup- 
sistances. 


C’est principalement par le défaut des 
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subsistances, que la marche progressive de 
la population est arrêtée. Dans loutes les es- 
pèces d'animaux et de végétaux, la nature 
tend sans cesse à augmenter le nombre des 
individus, jusqu’à ce qu’ils soient au niveau 
des moyens de subsister. Dans lespèce hu- 
maine, les causes morales ont une grande 
influence sur la population. Si le sol, par de 
faciles défrichemens, peut fournir une nour- 
riture abondante à des générations nouvelles; 
la certitude de faire vivre une nombreuse 
famille, encourage les mariages, et les rend 
plus précoces et plus féconds. Sur un sol pa- 
reil, la population et les subsistances doivent 
croître à-la-fois en progression géométrique. 
Mais quand les défrichemens deviennent plus 
difficiles et plus rares; alors l'accroissement 
de la population diminue : elle se rapproche 
continuellement de l’état variable des subsis- 
tances, en faisant autour de lui, des oscil- 
lations , à peu près comme un pendule dont 
on promène d’un mouvement retardé, le point 
de suspension, oscille autour de ce point, par 
sa pesanteur. Il est difficile d'évaluer le ma- 
ximum daccroissement de la population : il 
paraît d’après quelques observations, que 
dans de favorables circonstances, la popu- 
lation de l'espèce humaine pourrait doubler, 
tous les quinze ans. On csiime que dans 
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PAmérique septentrionale , la période de ce 
doublement est de vingt-cinq années. Dans 
cet état de choses, la population, les nais- 
sances , les mariages , la mortalité, tout croît 
suivant la même progression géométrique dont 
on a le rapport constant des lermes consécu- 
tifs, par l'observation des naissances annuelles 
à deux époques. 

Une table de mortalité, représentant les 
probabilités de la vie humaine ; on peut dé- 
terminer à sou moyen, la durée des mariages. 
Supposons pour simplifier, que la mortalité 
soit la même pour les deux sexes ; on aura 
la probabilité que le mariage subsistera un 
an, ou deux, ou trois, etc.; en formant une 
suite de fractions dont le dénominateur com- 
mun, est le produit des deux nombres de la 
table, correspondans aux âges des conjoints, 
et dont les numérateurs sont les produits suc- 
cessifs des nombres correspondans à ces âges 
augmentés d’une année, de deux, de trois, etc. 
La somme de ces fractions, augmentée d’un 
demi, sera la durée moyenne du mariage, 
année étant prise pour unité. Il est facile 
d'étendre la même règle, à la durée moyenne 
d’une association formée de trois ou d’un plus 
grand nombre d'individus. 


10 
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Des bénéfices et des établissemens qui dé- 
pendentde la probabilité des évenements. 


Rappelons ici ce que nous avons dit en 
parlant de l'espérance. On a vu que pour avoir 
l'avantage qui résulte de plusieurs événemens 
simples, dont les uns produisent un bien, et 
les autres une perte; il faut ajouter les pro- 
duits de la probabilité de chaque événement 
favorable, par le bien qu'il procure, et re- 
trancher de leur somme, celle des produits de 
la probabilité de chaque événement défavo- 
rable, par la perte qui y est attachée. Mais 
quel que soit l'avantage exprimé par la diffé- 
rence de ces sommes, un seul événement 
composé de ces événemens simples, ne ga- 
rantit point de la crainte d’éprouver une perle 
réelle. On conçoit que cette crainte doit di- 
minuer lorsque lon multiplie Pévénement 
composé. L'analyse des probabilités conduit 
à ce théorème général. 

Par la répétition d’un événement avanta- 
geux, simple où composé, le bénéfice réel 
devient de plus en plus probable, et s’accroit 
sans cesse : il devient certain, dans lhypo- 
thèse d’un nombre infini de répétitions; et 
en le divisant par ce nombre, le quotient ou 
le bénéfice moyen de chaque événement, est 
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l'espérance mathématique elle-même, ou 
avantage relatif à l'événement. Il en est de 
même de la perte qui devient certaine à la 
longue, pour peu que Pévénement soit désa- 
vantagcux. 

Ce théorème sur les bénéfices ct les pertes, 
est analogue à ceux que nous avons donnés 
précédemment sur les rapports qu'indique 
la répétition indéfinie des événements simples 
ou composés ; et comme eux, il prouve que 
la régularité finit par s'élabiir dans les choses 
même, les plus subordonnées à ce que nous 
nommons Lasard. 

* Lorsque les événemens sont en grand 
nombre, Panalyse dunne encore une expres- 
siou fortsimple de la probabilité que le bénéfice 
réel sera compris dans des limiles détermi- 
nées, expression qui renire dans la loi géné- 
rale de la probabilité, que nous avons donnée 
ci-dessus, en parlant des probabiiités qui ré- 
sultent de la multiplication indéfinie des évé- 
nemens. 

Cest de la vérité du théorème précédent, 
que dépend la stabilité des établissemens fon- 
dés sur les probabilités. Mais pour qu’il puisse 
leur être appliqué , il faut que ces établisse- 
mens, par denombreuses aflaires, multiplient 
les événemens avantageux. 

On a fondé sur les probabilités de la vie 

10. 
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humaine, divers établissemens, tels que les 
rentes viagères et les toutines. La méthode la 
plus générale et la plus simple de calculer 
les bénéfices et les charges de ces établisse- 
mens, consiste à les réduire en capitaux ac- 
tuels. L'intérêt annuel de l'unité, est ce que 
Pon nomme {aux de l'intérêt. A la fin de 
chaque année, un capital acquiert pour fac- 
teur, l'unité plus le taux de Pintérêt; il croit 
donc suivant une progression géométrique 
dont ce facteur est la raison. Ainsi par l'effet du 
temps, il devient immense. Si, par exemple, 
le taux de l'intérêt est + ou de cinq pour 
cent; le capital double à fort peu pres en 
quatorze ans, quadruple en vingt-neuf ans, 
et dans moins de trois siècles, il devient deux 
millions de fois plus considérable. 

Un accroissement aussi prodigieux a fait 
naître l’idée de s’en servir, pour amortir la 
dette publique. Si Pon crée un premier fonds 
d'amortissement que Pon place sans cesse 
avec les intérêts, sur les effets publics, eu 

roftant surtout des momens de baisse; ct 
si, lorsque les besoins de l’état obligent à faire 
des emprunts , on en consacre une partie, à 
l'accroissement du fonds d'amortissement; il 
est visible que ces opérations auront le double 
avantage d'accroître ce fonds, et de soutenir 
le crédit el les effets publics; et qu’à la longue, 
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la caisse d'amortissement absorbera une 
grande partic de la dette nationale. D’heu- 
reuses expériences ont pleinement confirmé 
ces avantages. Mais la fidélité dans les enga- 
gemens et la stabilité, si nécessaires au succès 
de parcils établissemens , ne peuvent ètre 
bien garanties, que par un gouvernement 
représentatif. 

T résulte de ce qui précède , que le capital 
actuel équivalent à une somme qui ne doit 
ètre payée qu'après un certain nombre d’an- 
nées, est égal à celte somme multipliée par la 
probabilité qu'elle sera payée à cette époque, 
ct divisée par Punité augmentée du taux de 
Vintérèt, élevée à une puissance exprimée par 
le nombre de ces années. 

Il est facile d'appliquer ce principe, aux 
rentes viagères sur une ou plusieurs tètes, ct 
aux caisses d'épargne et d'assurance d’une 
nature quelconque. Supposons que lon se 
propose de former une table de rentes via- 
géres, d’après une table donnée de mortalité. 
Une rente viagère payable au bout de cinq 
ans, par exemple, et réduite en capital actuel, 
est par ce principe, égale au produit des deux 
quantités suivantes , savoir, la rente divisée 
par la cinquième puissance de l'unité augmen- 
téc du taux de l'intérêt, et la probabilité de 
la payer. Cette probabilité est le rapport 
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inverse du nombre des individus inscrits dans 
la table, vis-à-vis de l’âge de celui qui cons- 
titue la rente, au nombre inscrit vis-à-vis 
de cet âge augmenté de cinq années. En 
formant donc une suite de fractions dont les 
dénominateurs sont les produits du nombre 
de personnes indiquées dans la table de mor- 
talité, comme vivantes à l’âge de celui qui 
constitue la rente, par les puissances succes- 
sives de l'unité augmentée du taux de Pintérêt, 
ct dont les numérateurs sont les produits de 
la rente, parle nombre des personnes vivantes 
au même àge augmenté successivement d’une 
année, de deux années, etc., la somme de ces 
fractions sera le capital requis pour la rente 
viagère à cet âge. 

Supposons maintenant qu'une personne 
veuille, au moyen d'une rente viagère , assu- 
rer à ses héritiers, un capital payable à la 
fin de l'année de sa mort. Pour déterminer 
la valeur de cette rente, on peut imaginer 
que la personne emprunte en viager à une 
caisse, ce capital divisé par Punité augmentée 
du taux de l'intérêt, et qu’elle le place à intérèt 
perpétuel à la :nême caisse. Il est clair que 
ce capital sera dù par la caisse, à ses héri- 
tiers, à la fin de année de sa mort; mais elle 
n'aura payé, chaque année, que l'excès de 
Yintérèt viager sur l'intérêt perpétuel. La table 
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des rentes viagères fait donc connaître ce que 
la personne doit payer annuellement à la 
caisse, pour assurer ce capital après sa mort. 

Les assurances maritimes , celles contre 
les incendies et les orages , et généralement 
tous les ctablissemens de ce genre, se cal- 
culent par les mêmes principes. Un négociant 
a des vaisseaux en mer, il veut assurer leur 

valeur et celle de leur cargaison, contre les 
dangers qu’ils peuvent courir : pour cela il 
donna une somme à une Compagnie, qui lui 
répond de la valeur estimée de ses cargaison 
etdeses vaisseaux. Le rapport de cette valeur 
à la somme qui doit être donnée pour prix de 
l'assurance, dépend des dangers auxquels les 
vaisseaux sont exposés, et ne peut être ap- 
précié que par des observations nombreuses 
sur le sort des vaisseaux partis du port pour 
la même destination. 

Si Passureur ne donnait à la compagnie 
d'assurance , que la somme indiquée par le 
calcul des probabilités, cette compagnie ne 
pourrait pas subvenir aux dépenses de son 
établissement ; il faut donc qu’il paie d’une 
somme plus forte, le prix de son assurance. 
Mais alors quel est. son avantage ? C’est ici que 
la considération de l'espérance “morale devient 
nécessaire. On conçoit que le jeu le plus égal 
devenant, comme on Pa vu précédemment, 
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désavantageux, parce qu’il échange une mise 
certaine, conlre un bénéfice incertain; las- 
surance par laquelle on échange Pincertain 
conire le certain , doit être avantageuse. C’est 
en effèt, ce qui résulte de la règle que nous 
avons donnée ci-dessus pour déterminer Pes- 
pérance morale, et par laquelle on voit de 
plus jusqu'où peut s'étendre le sacrifice que 
Von doit faire à la compagnie d'assurance, en 
conservant toujours un avantage moral. Cette 
compagnie peut donc en procurant cel ayan- 
tage, faire elle-même un grand bénéfice, si le 
nombre des assureurs est très-considérable, 
condition nécessaire à son existence durable. 
Alors son bénéfice devient certain, et ses 
espérances mathématique et morale coin- 
cident. Car l'analyse conduit à ce théorème 
général, savoir, que si les expectatives sont 
très- nombreuses, les deux espérances ap- 
prochent sans cesse Pune de l'autre, et finissent 
par coïncider dans le cas d’un nombre infini 
d’expectalives. 

Parmi les établissemens fondés sur les pro- 
babilités de la vie humaine, les plus utiles sont 
ceux dans lesquels , au moyen d’un léger sa- 
crifice de son revenu, on assure existence de 
sa famille pour un temps où l’on doit craindre 
de ne plus suffire à ses besoins. Autant le 
jeu est immoral, autant ces élablissemens sont 
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avantageux aux mœurs, en favorisant les plus 
doux penchans de la nature. Le Gouverne- 
ment doit donc les encourager et les respecter 
dans ses vicissitudes; car les espérances qu'ils 
présentent, portantsur un avenir éloigné, ils 
ne peuvent prospérer qu'à l'abri de toute in- 
quiétude sur leur durée. 

Disons un mot des emprunts. Tl est clair 
que pour emprunter en perpétuel, il faut 
payer , chaque année, le produit du capital 
par le taux de Pintérêt. Mais on peut vouloir 
acquitler ce capital, en paiemens égaux faits 
pendant un nombre déterminé ďannćes , paie- 
mens que Pon nomme annuités, ct dont on 
obtient ainsi la valcur. Chaque annuité, pour 
être réduite au moment actuel, doit être di- 
visée par l'unité augmentée du taux de Pin- 
térêt, ct élevée à une puissance égale au 
nombre des années après lesquelles on doit 
payer celle annuité. En formant donc une pro- 
gression géométrique dont le premier terme 
est Pannuité divisée par l'unité augmentée du 
taux de l’intérêt, et dont le dernier est cette 
annuilé divisée par la même quantité élevée 
à une puissance égale au nombre des années 
pendant lesquelles le paiement doit avoir lieu; 
la somme de cette progression sera équiva- 
lente au capital emprunté; ce qui détermine 
la valeur de lannuité. Si l’on veut faire un 
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emprunt viager ; on observera que les tables 
de rentes viagères donnant le capital requis 
pour constituer une rente viagère, à un âge 
quelconque; une simple proportion donnera 
la rente que Pon doit faire à Pindividu dont 
on emprunte un capital. On peut calculer par 
ces principes, tous les modes possibles d’em- 
_ prunt, 


Des illusions dans Vestimation des pro- 
babilités. 


L'esprit a ses illusions, comme le sens de 
la vue; et de même que le toucher rectifie 
celles-ci, la réflexion ct le calcul corrigent 
Cgalement les premières. La probabilité fon- 
dée sur une expérience journalière , ou exa- 
gérée par la crainte et l'espérance, nous frappe 
plus qu’une probabilité supérieure, mais qui 
west qu'un simple résultat du calcul. Ainsi 
nous ne craignons point pour de faibles avan- 
lages, d'exposer notre vie, à des dangers 
beaucoup moins invraisemblables que la sor- 
tie d’un quine à la loterie de France ; et ce- 
pendant personne ne voudrait se procurer les 
mêmes avantages, avec la certitude de perdre 
la vic, si ce quine arrivait. 

Nos passions, nos préjugés, et les opinions 
dominantes, en exagérant les probabilités qui 
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leur sont favorables, et en atténuant les pro- 
babilités contraires, sont des sources abon- 
dantes d'illusions dangereuses. 

Les maux présens ct la cause qui les fait 
naitre, nous affectent beaucoup plus, que le 
souvenir des maux produits par la cause con- 
traire, et nous empêchent d'apprécier avec 
justesse, la probabilité des moyens propres 
à nous préserver des uns et des autres. C’est 
ce qui porte alternativement vers le despo- 
tisme et vers l'anarchie, les peuples sortis de 
l'état du repos, dans lequel ils ne rentrent 
jamais qu'après de longues et cruelles agita- 
tons. 

Cette impression vive que nous recevons 
de la présence des événemens , et qui nous 
laisse à peine remarquer les événemens con- 
traires observés par d’autres, est une cause 
principale d'erreurs, dont on ne peut trop se 
garantir. Nous croyons voir, par exemple, 
avec évidence, la vérité d’un fait attesté par 
des hommes dont nous avons souvent reconnu 
la véracité, surtout lorsqu'il est accompagné 
de circonstances qui viennent à l’appui de leur 
témoignage, et que nous avons pris soin de 
vérilier nous-mêmes. Accoulumés à nous con- 
duire d’après de semblables preuves, et wayant 
jamais été trompés par elles, nous les regar- 
dons comme infaillibles; ct sil s’agit d’un 
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délit, nous ne balancons point à condamner 
Findividu qu’elles inculpent. Cependant, les 
récils des Causes célèbres suffisent pour nous 
convaincre que les preuves morales les plus 
fortes sont toujours susceptibles d'erreurs. 
Nous devrions donc alors nous abstenir de 
juger. Mais si les preuves sont telles que les 
inconvéniens de l'erreur à craindre, multipliés 
par sa pciite probabilité, donnent un produit 
très - inférieur au danger qui résulterait de 
l'impunité du crime; le jugement est com- 
mandé par Pintérêt de la société : quelquefois 
même, dans un danger imminent, cet interêt 
exige que le magistrat sc relâche des formes 
sagement établies pour lasüretédelinnocence. 
Les coïncidences de quelques événemens 
remarquables , avec les prédictions des astro- 
logucs, des devins et des augures, avec les 
songes, avec les nombres et les jours répulés 
heureux ou malheureux, cte., ont donne 
naissance à une foule de préjugés encore très- 
répandus. On nerélléchit pas au grand nombre 
de non-coïncidences qui wont fait aucune 
impression, ou que Pon ignorc. Cependant, 
c’est le rapport seul des unes aux autres, qui 
peut donner Ja probabilité des causes aux- 
quelles on attribue les coincidences. Si ce 
rapport était connu, expérience confirmerait 
sans doute, ce que le bon sens ct la raison 
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nous dictent à l'égard de ces préjugés. Ainsi 
le philosophe de l'antiquité, auquel on mon- 
trait dans un temple, pour exalter la puissance 
du dieu qu'on y adorait, les ex-voto de tous 
ceux qui après l'avoir invoqué, s'étaient sauvés 
du naufrage, faisait une question conforme 
au calcul des probabilités, en demandant com- 
bien de personnes, malgré cette invocation, 
avaient péri. 

C’est principalement au jeu, qu’une foule 
d'illusions entretient l'espérance, etla soutient 
coutre les chances défavorables. La plupart 
de ceux qui mettent aux loteries, ne savent 
pas combien de chances sont à leur avantage, 
combien leur sont contraires. Ils n’envisagent 
que la possibilité, pour une mise légère , de 
gagner une somme considérable; etles projets 
que leur imagination enfante, exagèrent à 
leurs yeux, la probabilité de l'obtenir. Hs se- 
raient sans doute, effrayés du nombre im- 
mense des mises perdues, s'ils pouvaient les 
connaitre; mais on prend soin au contraire, 
de donner aux gains, une grande publicité. 

Lorsqu’a la loterie de France, un numéro 
west pas sorti depuis long-temps; la foule 
s’empresse de le couvrir de mises. Elle juge 
que le numéro resté long-temps sans sortir, 
doit au prochain tirage, sortir de préférence 
aux autres. Une erreur aussi commune me 
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paraît tenir à une illusion , par laquelle on 
se reporte involontairement à l’origine des 
événemens. Il est, per exemple, trés-peu 
vraisemblable qu'au jeu de croix et pile, on 
amènera croix, dix fois de suite. Cette mvrai- 
semblance qui nous frappe encore, lorsqu'il 
est arrivé neuf fois, nous porte à croire qu’au 
dixième coup, prie arrivera. Cependant loin 
de nous faire juger ainsi; le passé, en indi- 
quant dans la pièce, une plus grande pente 
pour croix que pour ple, rend le premier 
de ces événemens, plus probable que l'autre : 
il augmente, comme on Fa vu, la probabilité 
d'amener croix au coup suivant. Une illusion 
semblable persuade à beaucoup de monde, 
que lou peut gagner sûrement à la loterie, 
en plaçant chaque fois, sur un mème numéro 
jusqu'à sa sortie, une mise dont le produit 
surpasse la somme de toutes les mises. Mais 
quand même de semblables spéculations ne 
seraient pas souvent arrêtées par limpos- 
sibilité de les soutenir; elles ne diminucraient 
pointle désavantage mathématique des spécu- 
lateurs, et elles accroîtraient leur désavantage 
moral; puisqu’à chaque tirage, ils exposc- 
raient une plus grande partie de leur fortune. 
Par unc illusion contraire aux précédentes, 
on cherche dans les Lirages passés, les nu- 
méros le plus souvent sortis, pour en former 
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des combinaisons sur lesquelles on croit placer 
Sa mise avec avantage. Mais vu la manière 
dont lc mélange des numéros se fait à la lo- 
terie ; le passé ne doit avoir sur Pavenir , 
aucune influence. Les sorties plus fréquentes 
d'un numéro ne sont que des anomalies du 
hasard : j'en ai soumis p'usieurs au calcul, 
et j'ai Conslamment trouvé qu’elles étaient 
ronfermées dans les limites que la supposition 
dune égale possibilité de sortie de tous les 
numéros, permet d'admettre sans invraisem- 
blance. 

Dans une longue séric d’événemens du 
même genre, les seules chances du hasard 
doivent quelquefois offrir ces veines singu- 
lières de bonheur ou de malheur > que la plu- 
part des joucurs ne manquent pas d'attribuer 
à une sorte de fatalité. I arrive souvent dans 
les jeux qui dépendent à-la-fois du hasard et 
de Phabileté des joucurs, que celui qui perd, 
troublé par sa perte, cherche à la réparer 
par des coups hasardeux qu'il éviterait dans 
uneautre situalion : il aggrave ainsi son propre 
malheur, ct il en prolonge la durée, C’est ce- 
pendant alors, que la prudence devient néces- 
saire, et qu'il importe de se convaincre que 
le désavantage moral attaché aux chances 
défavorables, s’accroit par le malheur même. 

Le sentiment par lequel l'homme s’est placé 
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long-temps, au centre de Punivers, en se 
considérant comme l'objet spécial des soins 
de la nature, porte chaque individu à se faire 
le centre d’une sphère plus ou moins étendue, 
et à croire que le hasard a pour lui des préft- 
rences. Soutenus par celte opinion, les joueurs 
exposent souvent des sommes considérables, 
à des jeux dont ils savent que les chances leur 
sont contraires. Dans la conduite de la vie; 
une semblable opinion peut quelquefois avoir 
des avantages ; mais le plus souvent, clle 
conduit à des entreprises pcrilleuses et fu- 
nestes. Ici, comme en tout, les illusions sont 
dangereuses, ct la vérité scule est générale- 
ment utile. l 

Un des grands avantages du calcul des 
probabilités, cst d'apprendre à se défier des 
premiers aperçus. Comme on reconnait qu'ils 
trompent souvent, lorsqu'on peut les sou- 
mettre au calcul; on doit en conclure que sur 
d'autres objets, il ne faut s’y livrer qu'avec 
une circonspection extrême. Prouvons cela 
par des exemples. 

Une urne renferme quatre boules noires 
ou blanches, mais qui ne sont pas toutes de 
la même couleur. On a extrait une de ces 
boules, dont la couleur est blanche, et que 
lon a remise dans lurne pour procéder cn- 
core à de semblables tirages. On demande la 
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probabilité de n’extraire que des boulesnoires 
dans les quatre tirages suivans. 

Si les boules blanches et noires étaient en 
nombre égal, cette probabilité serait la qua- 
trième puissance de la probabilité + d'extraire 
une boule noire à chaque tirage; elle serait 
donc +. Mais l'extraction d’une boule blanche 
au premier tirage , indique une supériorilé 
dans le nombre des boules blanches de Purne; 
car si Pon suppose dans Purne , trois boules 
blanches et une noire, la probabilité d’en 
extraire une boule blanche est À; elle est =, 
si l'on suppose deux boules blanches et deux 
noires; enfin, elle se réduit à +, si Fon sup- 
pose trois boules noires et une blanche. Sui- 
vant le principe de la probabilité des causes, 
tirée des événemens , les probabilités de ces 
trois quo sont entre elles, comme les 
quantités + $> z; elles sont par conséquent 
égales à 2,4, + Il ya ainsi cinq contre un 
à parier que le nombre des boules noires est 
inférieur, ou lout au plus égal à celui des 
blanches. Il semble donc que d’après l’extrac- 
tion d’une boule blanche au premier tirage, 
la probabilité d'extraire de suite quatre boules 
noires, doit être moindre que dans le cas de 
l'égalité des couleurs , ou plus petite qu’un sei- 
ziċme. Cependant cela n’est pas, ct l’on trouve 
par un calcul fort simple, cette probabilité 

11 
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plus grande qu’un quatorzième. En effet, clle 
serait la quatrième puissance de 2, de? et de 
ž dans la première, la seconde et le troisième 
des suppositions précédentes sur les couleurs 
des boules de Purne. En multipliant respecti- 
vement chaque puissance, par la probabilité 
de la supposition correspondante, ou par à, 
2 et +; la somme des produits sera la proba- 
bilité d'extraire de suite, quatre boules noires. 
On a ainsi pour cette probabilité, Z?, , frac- 
tion moindre que -. Ce paradoxe s’explique 
en considérant que l'indication de la supe- 
riorité des boules blanches sur les noires, 
par le premier tirage, n'exclut point la supé- 
riorilé des boules noires sur les blanches, 
supériorité qu’exclut la supposition de légalité 
des couleurs. Or cette supériorité quoique 
peu vraisemblable, doit rendre la probabilité 
amener de suite, un nombre donné de boules 
noires, plus grande que dans cette suppo- 
sition, si ce nombre est considérable; et l'on 
vient de voir que cela commence, lorsque le 
nombre donné est égal à quatre. 
Considérons encore une urne qui renferme 
plusieurs boules blanches et noires. Supposons 
d’abord qu'il wy ait qu'une boule blanche et 
une noire. On peut alors parier avec égalité, 
d'extraire une boule blanche, dans un tirage. 
Mais si Purne renferme trois boules dont 
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deux soient noires; il semble que pour l'égalité 
du pari, on doit donner deux tirages à celui 
qui parie d'extraire la boule blanche: on doit 
en donner trois, si urne renferme troisboules 
noires ct une blanche , et ainsi du reste; en- 
sorte que pour compenser par le nombre des 
tirages, inégalité des chances, ii faut donner 
aulant de tirages qu'il y a de chances con- 
traires : on suppose toujours qu'après chaque 
tirage, la boule extraite est remise dans Purne. 
Mais ü est facile de se convaincre que ce 
premier aperçu est erroné. En effet, dans le 
cas de deux boules noires sur une blanche, 
la probabilité d'extraire de Purne, deux boules 
noires en deux tirages , est la seconde puis- 
sance de + ou £; mais cette probabilité ajou- 
téc à celle d'amener une boule blanche en 
deux tirages, est la cerütude ou l'unité; puis- 
qu’il est certain que Pon doit amener deux 
boules noires, où au moins une boule blanche; 
la probabilité de ce dernier cas est donc 4 
fraction plus grande que + Il y aurait plus 
d'avantage encore à parier d’ameneruue boule 
blanche en cinq tirages, lorsque Purne con- 
tient cinq boules noires et une blanche; ce 
pari est même avantageux en quatre tirages: 
il revient alors à celui d’amener six en quatre 
coups, avec un seul dé. 

Le chevalier de Meré, ami de Pascal, et 
Ur 
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qui fit naitre le calcul des probabilités, en 
excitant ce grand géomètre à s’en occuper , 
lui disait « qu'il avait trouvé fausseté dans les 
» nombres par cetle raison. Si Pon entre- 
» prend de faire six avec un dé, il y a de 
» l'avantage à entreprendre en quatre coups, 
» comme de 671 à 625. Si l’on entreprend 
» de faire sonnés avec deux dés, il y a dé- 
» savantage à l’entreprendre en 24 coups. 
» Néanmoins 24 est à 36 nombre de faces de 
» deux dés, comme 4 est à 6 nombre des 
» faces dun dé. Voilà, écrivait Pascal à Fer- 
» mat, quel était son grand scanduie, qui lui 
» faisait dire hautement, que les propositions 
» n'étaient pas constantes et que Parithmé- 
» tique se démentait..... IH a très-bon esprit; 
» mais il west pas géomètre : Cest, comme 
» vous savez, un grand délaut. » Le cheva- 
lier de Meré trompé par une fausse analogie, 
pensait que dans le cas de l'égalité des paris, 
le nombre des coups doit croître proportion- 
nellement au nombre de toutes les chances 
possibles , ce qui n’est pas exact, mais ce 
qui approche d'autant plus de Fétre, que ce 
nombre est plus grand. 

Je mets encore au rang des illusions, lap- 
plication que Leibnitz et Daniel Bernoulli ont 
faite du calcul des probabilités, à la sommation 
des séries. Si l’on réduit la fraction dont le 
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numérateur est Punité, et dont le dénomine- 
teur est l'unité plus une variable, dans une 
suite ordonnée par rapport aux puissances 
de celle variable; il est facile de voir qu’en 
supposant la variable égale à unité , la frac- 
Lion devient ż , el la suite devient, plus un, 
moins un, plus un, moins un, etc. En ajou 
tant les deux premicrs termes , les deux sui- 
vans, el ainsi du reste, on transforme la suite 
dans une autre dont chaque terme cest zéro. 
Grandi , jésuile italien, en avait conclu la 
possibilité de la création; parce que la suite 
étant toujours égale a+, il voyait cette frac- 
tion naître d’une infinité de zéros , OÙ du 
néant. Ce fut ainsi que Leibnitz crut voir 
image de la création, dans son Arithmé- 
tique ere où il nemployait que les deux 
caractères zéro et unité. Ili imagina que lunité 
pouvait représenter Dieu; et zéro, le néant ; 
ct que l’Étre Suprême avait tiré du néant, 
tous les êtres, comme l'unité ‘avec le zéro, 
exprime tous Îles nombres dans ce systéme. 
Cette idée plut tellement à Leibnitz, qu'il en 
fit part au jésuite Grimaidi, président du tri- 
bunal des mathématiques à la Chine, dans 
espérance que cet emblème de la création 
convertirait au christianisme, l’empereur d'a~ 
lors qui aimait particulièrement les sciences. 
Je ne rapporte ce trait, que pour montrer 
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jusqu’à quel poiat les préjugés de l’enfance 
peuvent égarer les plus grands hommes 
Leibnitz toujours conduit par une meta- 
physique singulière et très-déliée, considéra 
que la suite , plus un, moins un, plus un, etc. 
devient l’unité ou zéro, suivant que Pon s’ar+ 
rête à un nombre de termes, impair ou pair; 
ct comme dans linfini, il n’y a aucune raison 
de préférer le nombre pair à l’impair, on doit, 
suivant les règles des probabilités, prendre 
la moitié des résullats relatifs à ces deux es- 
pèces de nombres, et qui sont zéro et l'unité; 
ce qui donne + pour la valeur de la série. Daniel 
Bernoulli a étendu depuis, ce raisonnement 
à la sommation des séries formées de termes 
périodiques. Mais toutes ces scriesn’ontpoint, 
à proprement parler, de valeurs : elles n’en 
prennent que dans le cas où leurs termes 
sont mullipliés par les puissances successives 
d’une variable moindre que Punité. Alors, ces 
séries sont toujours convergentes, quelque 
petite que lon suppose la différence de la 
variable à Punité ; etil est facile de démontrer 
que les valeurs assignées par Bernoulli, en 
vertu de la règle des probabilités, sont les 
valeurs mêmes des fractions génératrices des 
séries lorsque Pon suppose dans ces fractions, 
la 3 rariable égale à lunité. Ces valeurs sont 
encore les limites dont les series approchent 
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de plus en plus , à mesure que la variable 
approche de Punité. Mais lorsque la variable 
cstexactement cgalea unité, les séries cessent 
d'être convergentes : elles n’ont de valeurs, 
qu’autant qu'on les arrête. La coincidence 
remarquable de cette application du calcul 
des probabilités, avec les limites des valeurs 
des séries périodiques, suppose queles termes 
de ces séries sont multipliés par toutes les 
puissances consécuiives de la variable. Mais 
ces séries peuvent résulter du développement 
dune infinité de fractions différentes, dans 
lesquelles cela ma pas lieu. Ainsi la série, 
plus un, moins un, plus un, etc. peut naître 
du développement d’une fraction dont le nu- 
mérateur est l'unité plus la variabie, et dont 
le dénominateur est ce numérateur augmenté 
du carré de la variabie. En supposant la va- 
riable égale à l'unité , ce développement se 
change dans la série proposée , et la fraction 
génératrice devient égale à $; les règles des 
probabilités donneraient donc alors un faux 
résultat ; ce qui prouve combien il serait 
dangereux d'employer de semblables raison- 
nemens, surtout dans les sciences mathéma- 
tiques, que la rigueur de leurs procédés doit 
éminemment distinguer. 


168 ESSAI PHILOSOPHIQUI 


Des divers moyens d'approcher de ta 
. cerlitude. 


L’induction, lanalogie, des hypothèses 
fondées sur les faits et rectifiées sans cesse 
par de nouvelles observations, un tact heu- 
reux donné par la nature et fortifié par des 
comparaisons nombreuses de ses indications 
avec l'expérience; tels sont les principaux 
moyens de parvenir à. la vérité. 

Si lon considère avec attention, la série 
des objets de même nature; on aperçoit entre 
eux ct dans leurs changemens, des rapports 
et des lois qui se manifestent de plus en plus, 
à mesure que la série se prolonge, et qui, 
en s'étendant ct se généralisant sans cesse, 
conduisent enfin au principe dont ils dé- 
pendent. Mais souvent ces lois et ces rapports 
sont enveloppés de tant de circonstances 
étrangères, qu’il fautune grande sagacilé pour 
les démêler, et pour remonter à ce principe : 
c'est en cela que consiste le véritable génie 
des sciences. L'analyse et la philosophie na- 
turelle doivent leurs plus importantes décou- 
vertes, à ce moyen fécond que Pon nomme 
2aduction. Newton lui a été redevable de son 
théorème du binome, et du principe de la gra- 
vilation universelle. Il est difficile d'apprécier 
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la probabilité de ses résultats. Elle se fonde 
sur ce que les rapports et les lois les plus 
simples, sont les plus communs : c’est ce qui 
se vérifie dans les formules de l'analyse, ct 
ce que Pon retrouve dans les phénomènes 
naturels, dans la cristallisation, et dans les 
combinaisons chimiques. Cette simplicité de 
lois et de rapports ne paraïtra pointétonnanie, 
si Pon considère que tous les effets de la na- 
ture, ne sont que les résultats mathématiques 
d’un petit nombre de lois immuables. ` 
Cependant l'induction , en faisant découvrir 
les principes généraux des sciences, ne suflit 
pas pour les établir en rigueur. Il faut tou- 
jours les confirmer par des démonstrations, 
ou par des expériences décisives ; car lhis- 
toire des sciences nous montre que linduc- 
tion a quelquefois conduit à des résultats 
incxacts. Je citerai pour exemple , un théo- 
rème de Fermat sur les nombres premiers. 
Ce grand géomètre qui avait profondément 
médité sur leur théorie, cherchait une for- 
mule qui ne renfermant que des nombres 
premiers, donnât directement un nombre 
premier plus grand qu'aucun nombre assi- 
gnable. L’induction le conduisit à penser que 
dat élevé à une puissance qui était elle-même 
une puissance de deux, formait avec Punite, 
un nombre premier. Ainsi dcuxélévé au carré, 
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plus un, forme le nombre premier cinq: deux 
élevé à la seconde puissance de deux, ou 
seize forme avec un, le nombre premier dix- 
sept. Il trouva que cela était encore vrai 
pour la huitième et la seizième puissance de 
deux, augmentée de lunité ; et cette induction 
appuyée de plusieurs considérations arithmc- 
tiques , lui fit regarder ce résultat, comme 
général. Cependant il avoue qu’il ne l'avait pas 
encore démontré. En effet, Euler a reconnu 
que cela cesse d’avoir lieu pour la trente- 
deuxième puissance de deux, qui augmentée 
de Punité, donne 4294967297, nombre divi- 
sible par 641. 

Le chancelier Bacon, promoteur si élo- 
quent de la vraie méthode philosophique, a 
fait de Pinduction, un abus bien étrange, pour 
prouver immobilité de la terre. Voici comme 
il raisonne dans le Novum Organum, son 
plus bel ouvrage. Le mouvement des astres, 
d’orient en occident, est d'autant plus prompt, 
qu’ils sont plus éloignés de la terre. Ce mou- 
vement est le plus rapide pour les étoiles : il 

e ralentit un peu pour Saturne , un peu plus 
pour Jupiter, et ainsi de suite, jusqu’à la lune 
et aux comètes les moins élevées. l} est en- 
core perceptible dans l'atmosphère, surtout 
entre les tropiques, à cause des grands cercles 
que les molécules de Pair y décrivent; enfin 
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il est presqu’insensible pour l'Océan; il est 
donc nul pour la terre. Mais cette induction 
prouve seulement que les astres ont des mou- 
vemens propres, contraires au Mvuuvement 
réel ou apparent qui emporte toute la sphère 
céleste d’orient en occident, et que ces mou- 
vemens paraissent plus lents pour les astres 
plus éloignés; ce qui est conforme aux lois 
de l'optique. Bacon aurait dû être frappe de 
linconcevable vitesse qu’il faut supposer aux 
astres pour accomplir leur révolution diurne 
dans l'hypothèse de la terre immobile , et de 
l'extrême simplicité avec laquelle sa rotation 
explique comment des corps aussi distans les 
uns des autres, que les étoiles et les planètes, 
semblent tous assujétis à cette révolution. 
Quant à l'Océan et à l'atmosphère, il ne de- 
vait point assimiler leur mouvement à celui 
des astres, qui sont détachés de la terre; au 
lieu que lair et la mer faisant partie du globe 
terrestre, ils doivent participer à son mou- 
vement où à son repos. Il est singulier que 
Bacon porté aux plus grandes vues, par son 
génie, wait point été entrainé par l'idée ma- 
jestueuse que le systéme de Copernic olfre 
de lunivers. Il pouvait cependant trouver en 
faveur de ce système, de fortes analogies, 
dans les découvertes de Galilée, qui lai étaient 
connues. Il a donné pour la recherche de la 
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vérité, le précepte, et non l'exemple. Mais en 
insistant avec toute la force de la raison ct 
de Péloquence, sur la nécessité d'abandonner 
les subtilités insignifiantes de l’école, pour se 
livrer aux observations et aux expériences, 
et en indiquant la vraie méthode de s'élever 
aux Causes générales des phénomènes; ce 
grand philosophe a contribué aux progrès 
immenses que Pesprit humain a faits dans le 
beau siècle où il a terminé sa carrière 
L’analogie est fondée sur la probabilité que 
les choses semblables ont des causes du même 
genre, et produisent les mêmes effets ? Plus 
la similitude est parfaite, plus grande est celte 
probabilité. Ainsi nous jugeons sans aucun 
doutc, que des êtres pourvus des mêmes 
organes, exécutant les mêmes choses, et com- 
muniquant ensemble , éprouvent les mêmes 
sensations , et sont mus par les mêmes desirs. 
La probabilité que les animaux qui se rap- 
prochent de nous par leurs organes, ont des 
sensations analogues aux nôtres, quoiqu'un 
peu inférieure à: celle qui est relative aux 
individus de notre espèce, est encore exces- 
sivement grande; et il a fallu toute Pinfluence 
des préjugés religieux, pour faire penser à 
quelques philosophes, que les animaux sont 
de purs automates. La probabilité de lexis- 
tence du sentiment décroit, à mesure que la, 
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similitude des organes avec les nôtres, dimi- 
nue; mais elle est toujours trés-forte, même 
pour les insectes. En voyant ceux d’une même 
espèce, exécuter des choses fort compliquées, 
exactement de la même manière, de géné- 
rations en générations, et sans les avoir ap- 
prises; on est porté à croire qu’ils agissent 
par une sorte d’ailinilé, analogue à celle qui 
rapproche les moiccules des cristaux, mais 
qui se mélant au sentiment attaché à toute 
organisation animale, produit avec la régu- 
larité des combinaisons chimiques, des com- 
binaisons beaucoup plus singulières : on 
pourraitpeul-êlre, nommer a/fintiié animale, 
ce mélange des affinités électives ct du sen- 
timent. Quoiqu'il existe beaucoup d’analogie 
entre l’organisation des plantes et celle des 
auimaux; elle ne me parait pas cependant 
suffisante pour étendre aux végétaux, la fa- 
culté de sentir, comme rien n'autorise à la 
leur refuser. 

Le soleil faisant éclore par l’action bienfui- 
sante de sa lumière et de sa chaleur, les 
animaux et les plantes qui couvrent la terre; 
nous jugeons par Panalogie, qu'il produit des 
effets semblables sur les autres planètes ; car 
il west pas naturel de penser que la matière 
dont nous voyons l’activité se développer en 
tant de façons, est stérile sur une aussi grosse 
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planète que Jupiter qui, comme le globe 
terrestre, a ses jours, ses nuits etses années, 
et sur lequel les observations indiquent des 
changemens qui supposent des forces très- 
actives. Cependant ce serait donner trop 
d'extension à l’analogie, que d’en conclure 
la similitude des habitans des planètes, et de 
la terre. L’homune fait pour la température 
dont il jouit, et pour Pélément qu'il respire, 
ne pourrait pas, selon toute apparence, vivre 
sur les autres planètes. Mais ne doit-il pas y 
avoir une infinité d'organisations relatives 
aux diverses constitutions des globes de cet 
univers ? Si la seule différence des élémens 
et des climats, met tant de variété dans les 
productions terrestres; combien plus doivent 
différer, celles des diverses planètes et de 
leurs satellites. L’imagination la plus active 
ne peut s’en former aucune idée; mais leur 
existence est très-vraisemblable 

Nous sommes conduils par une forte ana- 
logic, à regarder les étoiles, comme autant 
de soleils doués ainsi que le nôtré , d'un pou- 
voir attractif propor üonnel à la masse et 
réciproque au carré des distances. Car ce 
pouvoir étant démontré pour tous les corps 
du système solaire, et pour leurs plus petites 
molécules : il paraît appartenir à toute la ma- 
tière. Déjà, les mouvemens des pelites étoiles 
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que lon a nommées doubles à cause de leur 
rapprochement , paraissent l'indiquer : un 
siècle au plus d'observations précises , en 
constatant lcurs mouvemens de révolution 
les unes autour des autres, mettra hors de 
doute, leurs attractions réciproques. 

L’analogie qui nous porte à faire de chaque 
étoile, le centre d’un système planétaire , CSE 
beaucoup moins forte que la précédente 9 
mais elle acquiert de la vraisemblance, par 
Yhypothèse que nous avons proposée sur la 
formation des étoiles et du Solcil; car dans 
celle hypothèse , chaque étoile ayant été 
comme le soleil, primitivement environnée 
d’une vaste atmosphère; il est naturel dattri- 
buer à cette atmosphère, les mêmes cffets, 
qu'à l'atmosphère solaire, ct de supposer 
qu'elle a produit en se condensant, des pla- 
netes et des satellites. 

La méthode la plus sûre qui puisse nous 
guider dans la recherche de la vérité, con- 
siste à s'élever par la voie de l'induction > des 
phénoménes particuliers , à des rapports de 
plus en plus étendus, jusqu’à ce que l’on ar- 
rive enfin à la loi générale dont ils dérivent. 
Ensuite on vérilie cette loi, soit par des cxpé- 
riences directes, lorsque cela est possible , 
soit en examinant si elle satisfait 


aux phé- 
nomenes connus; et si par une r 


igourcuse 
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analyse, on les voit tous découler de cette 
loi, jusque dans leurs moindres détails ; si 
d'ailleurs ils sont très - variés et très - nom- 
breux; la science alors acquiert le plus haut 
degré de certitude et de perfection, qu’elle 
puisse alteindre. Telle est devenue Pastro- 
nomie , par la découverte de la pesanteur 
universelle. L'histoire des sciences fait voir 
que cette marche lente et pénible de l’induc- 
tion, n’a pas toujours élé celle des inven- 
teurs. L'imagination impatiente de remonter 
aux causes, se plait à créer des hypothéses; 
et souvent, elle dénature les faits, pour les 
plier à son ouvrage : alors, les hypothèses 
sont dangereuses. Mais quand on ne les en- 
visage que comme des moyens de lier entre 
eux les phénomènes, pour en découvrir les 
lois; lorsqu’en évitant de leur attribuer de la 
réalité, on les reclifie sans cesse par de nou- 
velles observations; elles peuvent conduire 
aux véritables causes, ou du moins; nous 
mettre à portée de conclure des phénomenes 
observés, ceux que des circonstances don- 
nées doivent faire éclore. 

Si l’on essayait.toutes les hypothèses que 
Pon peul former sur la cause des phéno- 
mènes ; on parviendrait par voie d'exclusion, 
à la véritable. Ce moyen a été employé avec 
succés : quelquelois on est arrivé à plusieurs 
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hypothèses qui expliquaient également bien 
tous les faits connus, et entre lesquelles les 
savans se sont partagés, jusqu'à ce que des 
observations décisives aient fait connaître la 
véritable. Alors il est intéressant pour lhis- 
toire de Pesprit humain, de revenir .sur ces 
hypothèses , de voir comment elles parve- 
naient à expliquer un grand nombre de faits, 
et de rechercher les :changemens qu elles 
doivent subir, pour rentrer dans celle de la 
nature. C’est ainsi que le système de Ptolémée, 
qui west que la réalisation des apparences 
célestes, se transforme dans lPhypothèse du 
mouvement des planètes autour du soleil, en 
y rendant égaux et parallèles à Porbe solaire, 
les cercles ct les épicycles que Ptolémée fait 
décrire annuellement, et dont il laisse la gran- 
deur, indéterminée. Il suffit ensuite, pour 
changer cette hypothèse, dans le vrai système 
du monde, de transporter en sens contraire, 
à la terre, le mouvement apparent du soleil. 

Il est presque toujours impossible de sou- 
mettre au calcul, la probabilité des résultats 
obtenus par ces divers moyens : C’est ce qui 
a lieu pareillement pour les faits historiques. 
Mais l'ensemble des phénomènes expliqués 
ou des témoignages, est quelquefois tel, que 
sans pouvoir en apprécier la probabilité, on 
ne peut raisonnablement se permettre aucun 

12 
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doute à leur égard. Dans les autres cas, il est 
prudent de ne les admettre qu'avec beaucoup 
de réserve. ` 


Notice historique sur le Calcul des Pro- 
babilités. 


Depuis long-temps, on a déterminé dans 
les jeux les plus simples, les rapports des 
chances favorables ou contraires aux joueurs : 
les enjeux et les paris étaient réglés d’après 
cesrapports. Mais personne avant Pascal et 
Fermat, n'avait donné des principes et des 
méthodes pour soumettre cet objet au calcul, 
et w’avait résolu des questions de ce genre, 
un peu compliquées. C’est donc à ces deux 
grands géomètres qu'il faut rapporter les pre- 
micrs élémens de la science des probabilités, 
dont la découverte peut être mise au rang 
des choses remarquables qui ont illustré le 
dix-septième siècle, celui de tous les siècles 
qui fait le plus d'honneur à l'esprit humain. 
Le principal problème qu’ils résolurent tous 
deux par des voies différentes, consiste , 
comme on la vu précédemment, à partager 
équitablement l'enjeu, entre des joueurs dont 
les adresses sont égales, et qui conviennent 
de quitter une partie, avant qu’elle finisse; la 
condition du jeu étant que pour gagner la 
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partie, il faut atteindre le premier, un nombre 
donné de points. Il est clair que le partage 
doit se faire proportionnellement aux pro- 
babilités respectives des joueurs, de gagner 
cette partie, probabilités qui dépendent des 
nombres de points qui leur manquent encore. 
La méthode de Pascal est fort ingénicuse, et 
west au fond, que l'emploi de l'équation aux 
différences partielles, relative à ce problème, 
pour déterminer les probabilités successives 
des joueurs, en allant des nombres les plus 
petits aux suivans. Cette méthode est limitée 
au cas de deux joueurs : celle deFermat, fondée 
sur les combinaisons, s'étend à un nombre 
quelconque de joueurs. Pascal crut d’abord 
qu’elle devait être, comme la sienne, res- 
teinte à deux joueurs; ce qui établit entre 
eux, une discussion à la fin de laquelle Pascal 
reconnut la généralité de la méthode de’ 
Fermat. 

Huyghens réunit les divers problèmes que 
Pon avait déjà résolus, et en ajouta de nou- 
veaux, dans un petit Traité, le premier qui 
ait paru sur cette matière, et Qui a pour titre, 
De Ratiocinits in ludo alece. Plusieurs géo- 
mètres s’en occupérent ensuite : Huddes et le 
grand pensionnaire Witt en Hollande, et Hal- 
ley en Angleterre, appliquérent le calcul, aux 
probabilités de la vie humaine; et Halley' 

dose 
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publia pour cet objet, la première table de 
mortalité. Vers le même temps, Jacques Ber- 
noulll proposa aux géomètres , divers pro- 
blèmes de probabilité dont il donna depuis, 
des soiutions. Enfin il composa son bel ou- 
vrage intitulé rs conjectandi , qui ne parut 
que sept ans après sa mort arrivée en 1706. 
La science des probabilités est beaucoup plus 
. approfondie dans cet ouvrage, que dans celui 
d'Huyghens ; Pauteur y donne une théorie 
générale des combinaisons et des suites, et 
Vapplique à plusieurs questions difficiles, con- 
cernant les hasards. Cet ouvrage est encore 
remarquable par la justesse et la finesse des 
vues, par lemploi de la formule du binome 
dans ce genre de queslions, et par la démons- 
tration de ce théorème, savoir, qu’en multi- 
pliant indéfiniment les observations et les 
expériences ; le rapport des événemens de 
diverses natures, qui doivent arriver, ap- 
proche de celui de leurs possibilités respec- 
tives, dans des limites dont l'intervalle se 
` resserre de plus en plus, et devient moindre 
qu'aucune quantité assignable. Ce théorème 
est très-utile pour reconnaître par les obser- 
vations, les lois et les causes des phénomènes. 
Bernoulli attachait avec raison, une grande 
importance à sa démonstration qu'il dit avoir 
méditée pendant vingt années. 
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Dans l'intervalle de la mort de Jacques 
Bernoulli, à la publication de son ouvrage ; 
Montmort et Moivre firent paraître deux trai- 
tés sur le calcul des probabilités. Celui de 
Montmort a pour titre, Essai sur les Jeux 
de hasard : il contient de nombreuses appli- 
cations de ce calcul, aux divers jeux. Vau- 
teur y a joint dans la seconde édition, quelques 
lettres dans lesquelles Nicolas Bernoulli donne 
des solutions ingénieuses de plusieurs pro. 
blèmes difficiles , de probabilité. Le traité de 
Moiyre , postérieur à celui de Montmort, 
parut d’abord dans les Transactions Philoso- 
phiques de l'année 1711. Ensuite Pauteur le 
publia séparément, et il Pa perfectionné suc- 
cessivement dans les trois éditions qu'il en 
a données. Cet ouvrage est principalement 
fondé sur la formule du bimome ; ct les pro- 
blèmes qu'il contient, ont, ainsi que leurs 
solutions, une grande généralité. Mais ce qui 
lc distingue, est la théorie des suites récur- 
rentes, ct leur usage dans ces matières. Cette 
théorie est l'intégration des équations linéaires 
aux différences finies à coeficiens constans, 
intégration à laquelle Moivre parvient d’une 
manière très-heureuse. Comme il est toujours 
intéressant de connaître la marche des inven- 
teurs; je vais exposer celle de Moivre, en 
lappliquant à une suite récurrente dont la 
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relation entre trois termes consécutifs est 
donnée. D'abord, il considère la relation entre 
les termes consécutifs d’une progression géo- 
métrique, ou l'équation à deux termes, qui 
exprime. En la rapportant aux termes infé- 
rieurs d’une unité, il la multiplie dans cet 
état, par un facteur constant, et il retranche 
le produit, de l'équation primilive. Par là, 
il obtient une relation entre trois termes con- 
sécutifs de la progression géométrique. Moivre 
considère ensuite une seconde progression 
géométrique dont la raison des termes, est 
le facteur même qu'il vient d'employer. I di- 
minue pareillement d’une unité, l'indice des 
termes, dans l’équation de cette nouvelle pro- 
gression : dans cet état, il la multiplie par la 
raison des termes de la première progression, 
et il retranche le produit, de Péquation pri- 
mitive; ce qui lui donne entre irois termes 
consécutifs de la seconde progression, une 
relation entièrement semblable à celle qu'il a 
trouvée pour la première progression. Puis 
il observe que si l’on ajoute terme à terme, 
les deux progressions; la même relation sub- 
siste entre trois quelconques de ces sommes 
consécutives. Il compare les coefficiens de 
cette relation, à ceux de la relation des termes 
de la suite récurrente proposce ; et il trouve 
pour déterminer les rapports des termes 
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consécutifs des deux progressions, une équa- 
tion du second degré dont les racines sont 
ces rapports. Par la, Moivre décompose la 
suite récurrente, en deux progressions géo- 
métriques multipliées, chacune , par une cons- 
tante arbitraire qu’il détermine au moyen des 
deux premiers termes de la suite récurrente. 
Ce procédé est au fond, celui que Lagrange 
a depuis employé pour l'intégration des équa- 
tions linéaires aux différences à coefficiens 
constans. 

Très-peu de temps avant ces recherches 
de Moivre, Taylor avait donné dans son 
excellent ouvrage intitulé Methodus incre- 
mentorum , la manière d'intégrer l'équation 
lincaire aux différences du premier ordre, 
avec un coefficient variable, et un dernier 
terme fonction du seul indice. C’est donc à 
ces deux illustres géomèêtres, que Pon est re- 
devable de la considération et de l'intégration 
de ce genre d'équations. A la vérité, les re- 
lations des termes consécutifs des progres- 
sions arithmétiques et géométriques , ne sont 
que les cas les plus simples des équations 
linéaires aux différences. Mais on ne les avait 
pas envisagés sous ce point de vue, Pun de 
ceux qui se rattachant à des théories géné- 
rales, ont conduit à ces théories, et sont par 
la, de véritables découvertes. 
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.… Moivre a repris dans son ouvrage, le théo- 
rème de Jacques Bernoulli sur la probabilité 
des résultats donnés par un grand nombre 
d'observations. Il ne se contente pas de faire 
voir, comme Bernoulli, que le rapport des 
événemens qui doivent arriver, approchera 
sans cesse de celui de leurs possibilités res- 
pectives ; il donne de plus une expression 
élégante et simple de la probabilité que la dif- 
ference de ces deux rapports, sera contenue 
dans des limites données. Pour cela, il déter- 
mine le rapport du plus grand terme du dé- 
veloppement d’une puissance très-élevée du 
binome , à la somme de tous ses termes; et 
le logarithme hyperbolique de l’excès de ce 
icrme, sur les termes qui en sont très-voisins. 
Le plus grand terme étant alors le produit d’un 
nombre considérable de facteurs ; son calcul 
numérique devient impraticable. Pour Pob- 
tenir par une approximation convergente , 
Moivre fait usage d’un théorème de Stirling 
sur le terme moyen du binome élevé à une 
haute puissance, théorème remarquable, sur- 
tout en ce qu'il introduit la racine carrée du 
rapport de la circonférence au rayon, dans 
une expression qui semble devoir être étran- 
gère à cette transcendante. Aussi Moivre 
fut-il singulièrement frappé de ce résultat que 
Stirling avait déduit de l'expression de la 
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circonférence en produits infinis , expression 
a laquelle Wallis était parvenu par une singu- 
liére analyse qui contient les germes de la 
théorie si curieuse et si utile des intégrales 
définies. LE 

Plusicurs savans parmi lesquels on doit dis- 
tinguer Deparcieux, Kersseboom, Wargentin, 
Dupré de Saint-Maure, Simpson, Sussmilch, 
Price ct Duvillard, ont réuni un grand nombre 
de données précieuses, sur la population, les 
naissances, les mariages et la mortalité. Hs ont 
donné des formules et des tables relatives 
aux rentes viagéres, aux tontines, aux assu- 
rances, etc. Mais dans cette courte notice, je 
ne puis qu'indiquer ces travaux estimables, 
pour m'attacher aux idées originales. De ce 
nombre, est la distinction des espérances 
mathématique et morale, et le principe ingé- 
nieux que Daniel Bernouili a donné pour sou- 
mettre celle-ci à lanalyse. Telle est encore 
Papplication heureuse qu’il a faite du calcul 
des probabilités, à linoculation. On doit sur- 
tout, placer au nombre de ces idées origi- 
nales, la considération directe des possibilités 
des événemens, tirées des événemens obser- 
vés. Jacques Bernoulli et Moivre supposaient 
ces possibilités, connues; et ils cherchaient 
ła probabilité que le résultat des expériences 
à faire, approchera de plus en plus de les 
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représenter. Bayes, dans les Transactions 
Philosophiques de l’année 1763, a cherché 
directement la probabilité que les possibilités 
indiquées par des expériences déjà faites, sont 
comprises dans des limites données; et ily est 
parvenu d’une manière fine et très-ingénicuse, 
quoiqu’ur peu embarrassée. Cet objet se rat- 
tache à la théorie de la probabilité des causes 
et des événemens futurs, conclue des évé- 
nemens observés ; théorie dont j'exposai 
quelques années après , les principes, avec la 
remarque de l'influence des inégalités qui 
peuvent exister entre des chances que Fon 
suppose égales. Quoique l’on ignore quels 
sont les événemens simples que ces inégalités 
favorisent; cependant cette ignorance même 
accroît souvent, la probabilité des événemens 
composés. En généralisant l'analyse et les 
problèmes concernant les probabilités, je fus 
conduit au calcul des différences finies par- 
tielles que Lagrange a traité depuis, par une 
méthode fort simple, et dont il a fait d'élé- 
gantes applications à ce genre de problèmes. 
La théorie des fonctions génératrices, que je 
donnai vers le même temps, comprend ces 
objets, parmi ceux qu’elle embrasse, et s'a- 
dapte elle-même et avec la plus grande 
généralité, aux questions de probabilité, les 
plus difficiles. Elle détermine encore par des. 
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approximations {rès-convergentes, les va- 
leurs des fonctions composées d’un grand 
nombre de termes et de facteurs; et en faisant 
voir que la racine carrée du rapport de la 
circonférence au rayon entre le plus souvent 
dans ces valeurs, che montre qu’une infinité 
d'autres transcendantes peuvent également 
s’y introduire. i 

On a encore soumis au calcul, la proba- 
bilité des témoignages, les votes et les déci- 
sions des assemblées électorales et délibé- 
rantes. Tant de passions, d'intérêts divers et 
de circonstances compliquent les questions 
relatives à ces objets, qu’elles sont presque 
toujours insolubles. Mais la solution de pro- 
bièmes plus simples , et qui ont avec elles 
beaucoup d'analogie, peut souvent répandre 
de grandes lumières sur ces questions difficiles. 

L'une des plus intéressantes applications 
du calcul des probabilités, concerne les mi- 
licux qu’il faut choisir entre les résultats des 
observations. Plusieurs géomètres s’en sont 
occupés, et Lagrange a publié dans les Mé- 
moires de Turin, une belle méthode pour 
déterminer ces milieux, quand la loi des er- 
reurs des observalions est connue. J’ai donné 
pour le même objet, une méthode fondée sur 
unartifice singulier qui peut être employé avec 
avantage dans d’autres questions d'analyse, 
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ct qui en permettant d'étendre indéfiniment 
dans tout le cours d’un long calcul, les fonc- 
lions qui doivent être limitées par la nature 
du problème, indique les modifications que 
chaque terme du résultat final doit recevoir 
en vertu de ces limitations. Mais ces mé- 
thodes supposent connue, la loi des erreurs 
des observations; ce qui n’est pas. Heureuse 
ment, j'ai trouvé que si les observations sont 
en grand nombre, la recherche des milieux 
que l’on doit choisir, devient indépendante 
de cette loi. On a vu précédemment, que 
chaque observation fournit une équation de 
condition, du premier degré, qui peut tou- 
jours être disposée de manière que tous ses 
termes soient dans le premier membre, le 
second étant zéro. L'usage de ces équations 
est une des causes principales de la grande 
précision de nos tables astronomiques; parce 
que Pon a pu ainsi faire concourir un nombre 
immense d'excellentes observations, à la dé- 
termination de leurs élémens. Lorsqu'il wy 
a qu’un seul élément à déterminer, Côtes 
avait prescrit de préparer les équations de 
condition, de sorte que le coefficient de l’élé- 
ment inconnu füt posilif dans chacune d’elles, 
et d'ajouter ensuite toutes ces équations, 
pour former une équation finale doù l’on tire 
la valeur de cet élément. La règle de Côtes 
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fut suivie par tousles calculateurs. Mais quand 
il fallait déterminer plusieurs élémens; on 
n'avait aucune règle fixe pour combiner les 
équations de condition, de manière à obtenir 
les équations finales nécessaires : sculement, 
on choisissait pour chaque élément, les ob- 
servations les plus propres à le déterminer. 
Cc fut pour obvier à ces lâtonnemens, que 
Legendre et Gauss imagintrent d'ajouter les 
carrés des premiers membres des équations 
de condition, et d’en rendre la somme un 
minimum, en y faisant varier chaque élé 
ment inconnu : par ce moyen, on obtient 
directement autant d'équations finales, qu'il 
y a élémens. Mais les valeurs déterminées 
par ces équations, méritent-elles la préférence 
sur toutes celles que Pon peut obtenir par 
d’autres moyens ? Cest ce que le calcul des 
probabilités pouvait seul apprendre. Je Pap- 
pliquai donc à cet objet important, et je fus 
conduit par unc analyse délicate, à la règle 
que je viens d'indiquer, et qui réunit ainsi à 
l'avantage de faire connaître par un procédé 
régulier , les élémens cherchés, celui den 
donner les valeurs qui ne laissent à craindre 
que les plus petites erreurs possibles. 

J'ai rassemblé tous ces objets dans ma 
Théorie analytique des Probabilités, où je 
me suis proposé d'exposer de la manière la 
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plus générale, les principes et l'analyse du 
calcul des probabilités , ainsi que les solutions 
des problèmes les plus intéressans et les plus 
difficiles que ce calcul présente. 

On voit par cet Essai, que la théorie des- 
probabilités n’est au fond, que le bon sens 
réduit au calcul : elle fait apprécier avec’ 
exactitude , ce que les esprits justes sentent 
par une sorte d'instinct; sans qu’ils puissent 
souvent s’en rendre compte. Si l’on considère 
les méthodes analytiques auxquelles cette 
théorie a donné naissance, la vérité des prin- 
cipes qui lui servent de base; la logique finc 
et délicate qu’exige leur emploi dans la solu- 
tion des problèmes, les établissemens d’utililé. 
publique qui s'appuient sur elle, et l’extension 
qu’elle a reçue et qu’elle peut recevoir encore, 
par son application aux questions les plas 
importantes de la philosophie naturelle et de 
l'économie politique; si Pon observe ensuite 
que dans les choses mêmes qui ne peuvent 
être soumises au calcul, elle donne les aper- 
çus les plus sûrs qui puissent nous guider 
dans nos jugemens, ct qu’elle nous apprend 
à nous garantir des illusions qui souvent nous 
égarent; ön verra qu'il west point de science 
plus digne de nos méditations, ct dont les 
résultats soient plus utiles. 


FIN. 
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